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1 Optimisation sans contraintes

Exercice 1 Calcul différentiel. (%)

. Calculez les dérivées partielles par rapport a = et a y de la fonction f : z,y — 2%y de R?

vers R.

Solution :  Les dérivées partielles sont :

g:x7y'—>2xy et g:x,yr—nﬁ
ox Jy

. Utilisez la regle donnant le Jacobien d’une fonction composée pour calculer le gradient de la

fonction z — ||z||2 de de R™ vers R.

Solution :  La norme ||z||2 est donnée par : ||z|s = /27 + 23 + - + 22

Nous pouvons écrire ||z||2 comme une composition de deux fonctions :
fitsVt et gla)=a?+ai+ - +a2

La Jacobienne de f est : J;(t) = 2%/2

La Jacobienne de g est la transposée de son gradient :
Vo(x)T = 2[x1,20,...,2,]) = 227

En appliquant la regle donnant le Jacobien d’une fonction composée, nous obtenons :

1

= 9.7
2¢/g(x)

Vil = Jr(g(x)) - Vg(x)" =
Et finalement :

x
Vz|l2 = m

(un vecteur de norme 1 dans la direction z).




3. Calculez la Hessienne de la fonction f : 2,y + 22 + 32 de R? vers R.

Solution :  Les dérivées partielles premieres sont :

0 0
afi(axy) = 2z, 8*5(%3;) = 2y.

Les dérivées partielles secondes sont :

o*f 3 o2 f o
w(‘ray) - 27 8y2 (x,y) - 27 al’ay<$7y) - 5‘y5‘z

(CC?y) =0

La Hessienne est donc :

2 0
H(f): z,y— =21
0 2

4. Soit M une matrice a coefficients réels de taille n par n. Calculez la Hessienne de la fonction

gy x = T Ma de R™ vers R.

Solution :

La fonction gas(z) = 27 Mz peut étre développée explicitement comme suit :

gm () = Z M;jz;x;
i

Soit k € {1,2,...,n}. Pour trouver la dérivée premiére par rapport a x;, réécrivons la

fonction de maniére a faire apparaitre les terms en xy, :

gar (@) = Myga + Y Migaiai + 3 Mygapws + »_ Myl + Y Mijaa;
ik ik ik ik jneqk

On obtient en dérivant par rapport a g

dgm
aTk x> 2My gy + Z Mirx; + ZM]“:L‘% = (MYI; + Mk:):)?
i#k i#k
Et donc : Vgpr iz — (MT + M)z.
La dérivée seconde est alors :
329M

— My + Mj,
axlaxj (I’) J + J

La Hessienne de gps est donc : H(gps) : @ — M + MT.




Exercice 2 Existence et unicité des extrema. (x)

1. Considerons f : z ~— sin(z) de [0,7] vers R. On admet que comme f est définie sur un
intervalle fermé borné et continue sur cet intervalle, elle admet un minimum global (cf.
théoreme de Weierstrass en analyse réelle https://fr.wikipedia.org/wiki/Th7,C3%A90rY
C3%A8me_des_valeurs_extrC3%AAmes). Trouver le minimum global de f en utilisant une

condition nécessaire d’existence de minimum global.

Solution :  Soit * un minimum global de f sur [0, 7]. On peut raisonner par disjonction
des cas.

Cas 1: z* €]0,n[. Dans ce cas z* est aussi un minimum local de f sur ]0,7[. Or
10, 7[ est un ouvert de R et f est de class C; sur cet intervalle. Donc, la condition
nécessaire d’existence de minimum local vue en cours s’applique et V f(z*) = 0, c’est &
dire cos(xz*) = 0. Or cos(z) = 0 a pour unique solution 7/2 sur |0, x|, , donc * = 7/2.
On en déduit que si z* €]0, 7[, alors le minimum de f sur [0, 7] est sin(7/2) = 1.

Cas 2: z* =0 ou * = 7. Dans ce cas le minimum de f sur [0, 7] est soit sin(0) = 0 soit
sin(m) = 0.

Comme 0 < 1, on peut conclure que le minimum global de f est 0 (et qu’il est atteint

deux fois, en 0 et en ).

2. Montrez que la fonction f : x,y — 22 + y? de R? vers R admet un unique minimum global

et identifiez ce minimum.

Solution :  f est continue sur R? et coercive, elle admet donc (au moins) un minimum
global sur R? (car R? est un sous-ensemble fermé de R?).

Soit z*,y* un minimum global de f. x*,y* est aussi un minimum local de f et f est
de classe C; sur R? qui est un ouvert de R?, donc Vf(z*,y*) = 22*,2y* = 0, donc
¥,y =0,0.

On en déduit que f atteint son minimum global de 0 uniquement en (0, 0).

Notez qu’on pourrait aussi utiliser la convexité de f pour répondre & cette question.

3. Prouvez que la fonction f : 21,29 — 22 — 3621 — 3622 + 22 + 150 de R? vers R admet un

minimum global.

Solution :  f est coercive, et comme est elle définie et continue sur R?, elle admet un

minimum global.

Exercice 3 Déterminez si f : z,y — zy + 2% 4+ 1 + 2y est convexe.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_des_valeurs_extr%C3%AAmes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_des_valeurs_extr%C3%AAmes

Solution :

Etudions la positivité de la Hessienne de f.

Les dérivées partielles premieres de f sont :
of

_ of _
%(w,y) =y+ 2z, afy(w,y) =z +2.

Les dérivées partielles secondes sont :

2f 82 f 82 f

=2 Ly=LL el
Bz2 Y T4 dxoy Y ~ Oyox

(.’Ii,y) = 17 aiyg(xay) =0.

Donc la Hessienne est :

2 1
H(f) 2,y
10
Soit (z,y) € R?, on a (,y)(H(f)(x,y))(z,y)" = 22° + 2zy.
Or 222 + 22y est négatif pour x = 1 et y = —3 (par exemple), donc H(f)(1,—3) n’est pas
semie-définie positive.
Or f étant de classe Cs, elle est convexe si et seulement si sa Hessienne est semie-définie positive

sur lintérieur de R2, c’est & dire sur R2.

Donc f n’est pas convexe.

Exercice 4 Preuve de lexistence de la décomposition en valeurs singuliéres. (%)

1. Prouver que toute matrice semi-orthogonale de taille n par r, avec r < n, peut étre complétée

en une matrice orthogonale de taille n par n.

2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice
colonne z de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que: Az = oy, |z]2 = 1,

lyll2 =1 et o = ||A]|2. Indice : utiliser 'une des deux définitions équivalentes de || A]|2.

3. En utilisant le résultat de la premiere question, x et y, montrer qu’il existe une matrice
orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V' de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n — 1 et une matrice B de taille m — 1 par n — 1, telles que :

A =UTAV =



4. Montrer que ||A1]|3 > 02 + wTw. Indice : multiplier A; par (o wT)T.

5. Montrer que ||A41]|3 = ||A||3 et en déduire la valeur de w.

6. Utiliser un raisonnement par récurrence pour compléter la preuve de l'existence de la

décomposition en valeurs singulieres.

2 Optimisation sous contraintes

Rappel de cours. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour des fonctions C!.
Soit U un ouvert de R%. Soit f, (e;)"?, et (c;), des fonctions de U vers R de classe C*.
Comme nous ’avons vu en cours, on dit que le point z* € U vérifie les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) pour le probléme:

ei(x)=0, i€é&
min tel que
vel ci(z) <0, 1€

si et seulement si il existe A € R"® et A} € R™, tels que:
L Vo L(x*, N5, Af) = 0, ot L(x,Ap, Ar) = f(2) + 305 Apiei(x) + 30 Arici(x)
2. e;(z*) = 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ng}
3. ¢i(z*) <0 pour tout 7 dans {1,2,...,ns}
4. Ar; > 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}
5. Aric;(z*) = 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}

Attention, les conditions KKT ne sont pas toujours des conditions nécessaires de
solution locale. Pour qu’elles le soient, il faut qu’une condition de qualifications des
contraintes soit vérifiée au point considéré. Nous avons vu quatre de ces conditions

€en cours.

Exercice 5 Application des conditions KKT. (x)

On considére le probléeme

i 21— —x) <0.
gg}r{xtelquex(l z)(2—12) <0



1. Donnez les conditions KKT pour ce probleme.
2. Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce probleme.
3. Donnez en le justifiant toutes les solutions globales de ce probleme.

4. Faites un graphe pour vérifier la plausibilité de vos réponses.

Exercice 6 Application des conditions KKT. (x)

On consideére le probleme

r+y>1
: 2 2
min x° + y* tel que
oy eR? Y q y <2
Yy >

1. Donnez les conditions KKT pour ce probleme.

Solution : On peut prendre: f:z,y— 22+y%, cr:x,y—~1l—2—y, co: 2,y — y—2,
cz:x,y—x—y2 Ona Ll :x,y, A, e, A3 = 22+ 92+ N\ (1—2—y)+Xo(y—2) +A3(x —y?)

et les conditions KKT sont donc :
(@) 22— A1+ X3=0et2y(1 —A3) = A1 + A2 =0
(b) Y>>z, y<2etx+y>1
(€) A1 =>0,X2>0et A3>0

(d) M(1—2—y) =0, (y—2) =0et A3(x —y*) =0

2. Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce probleme.

Solution :  On raisonne par disjonction des cas selon les contraintes saturées.

(a) Si Ay = Ay = A3 = 0. Alors la nullité du gradient du Lagrangien nous donne que
(z,y) = (0,0), mais alors x +y = 0 < 1. Il n’y a donc pas de point solution des

conditions KKT dans ce cas.

(b) SiA; =Xy =0et A3 #0. Alors, 2= —)\3/2, y> =z ety=00u 3 =1. Siy=0,
alors x = 0, ce qui ne donne pas une solution comme on I’a déja vu. Si A3 = 1, alors

r = —1/2. Mais y?> = —1/2 ne posséde pas de solution pour y € R. Il n’y a donc

pas de point solution des conditions KKT dans ce cas.




Solution :  (Continuée)

(a) SiAdy =A3=0¢et Ag 0. Alors z =0, y = —X2/2 et y = 2. Cela contredit la
condition A\s > 0. Il n’y a donc pas de point solution des conditions KKT dans ce

cas.

(b) Sidg=X3=0et \y #0. Alorsz =y =X\ /2etz+y=1 Doncax=y=1/2et
A1 = 1. Cela contredit la contrainte y2 > z. Il n’y a donc pas de point solution des

conditions KKT dans ce cas.

() SiAd;=0cet Ay #0, A3 #0. Alors \3 = —22, \g =2y(A3 — 1),y =2 et 2 = y> = 4.
Donc A3 = —8 et Ay = —36. Cela contredit les conditions Ay > 0 et A3 > 0. Il n’y

a donc pas de point solution des conditions KKT dans ce cas.

(d) Side=0et A&y #0, A3 # 0. Alors Az = A — 22, A\ = 2y1750, 2 +y = Let x =y

Donc y? +y—1=0. Doty = —1/2++/5/2 ouy = —1/2 —/5/2.

e Siy=—1/2++5/2, alors x = 3/2 —/5/2, \| = % ~ 0.975 et A3 =

10-4v5 ~, ).211. On obtient apres vérification que les conditions KKT sont

5

vérifiées si et seulement si :

3—vV5 V6—-125-9V5 10-4V5
(l.vy?)‘lv)‘27>\3):< ) ) 307 .

2 2 5 5

o Siy=—1/2—+/5/2,alors x = 3/24+5/2, \; = % et A3 = 10%4‘/5. On
obtient apres vérification que les conditions KKT sont vérifiées si et seulement

si:

34v5 146 2549V5  10+4V5
(Iaya)\laA%)‘B) = ( y T 5 aov .

2 2 ) 5

(e) Sidz3=0et A\ 0, Ao #0. Alors \; =2z, da =\ —2y, 2 +y=1et y =2. Donc
x=—1,A\1 = =2 et Ay = —6. Cela contredit les conditions \; > 0et Ao > 0. Il n’y

a donc pas de point solution des conditions KKT dans ce cas.

(f) St A\ #0, dg #0et A3 #0. Alors, x +y = 1, y = 2 et y = 22, Ce systéme
d’équations ne posséde pas de solution. Il n’y a donc pas de point solution des

conditions KKT dans ce cas.

Au final, il n’y a que deux points (z,y, A1, A2, \3) de R® satisfiant les conditions KKT

(donnés ci-dessus). 7




3. Donnez en le justifiant toutes les solutions globales de ce probleme.

Solution :  Cherchons des conditions nécessaires pour que & € R? soit une solution
globale. Si z est une solution globale, alors x est une solution locale. On raisonne par
disjonction des cas sur les contraintes actives (comme dans la question précédente) pour
appliquer les conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéairement
indépendantes données dans 1’énoncé. On a Ve; : z,y — (1,1), Veg : 2,y — (0,—1) et

Ves = x,y — (—1,2y).

(a) Si en (z,y), aucune contrainte n’est active ou une seule contrainte est active
ou seulement deux contraintes sont actives, en excluant le cas ou c¢; et c3 sont
actives, alors la matrice des gradients des contraintes actives est de rang plein et les

conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale.

(b) Sien (x,y), seules ¢; et c3 sont actives, alors la matrice des gradients des contraintes
actives est de rang plein sauf si y = —1/2. Mais si y = —1/2 et ¢; et c3 sont actives,
alors x = 3/2 et y> = 1/4 = x, ce qui est une contradiction. Si ¢; et c3 sont actives,

les conditions KKT sont donc des conditions nécessaires de solution locale.

G v . . VOir €1, ¢ .
¢) On a déja vu dans la question précédente qu’on ne peut pas avoir ¢, ¢ et c3 actives

simultanément en (z,y) € R?, on a donc traité tous les cas possibles.

On en conclut que les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale

pour le probléme considéré et donc que les seules solutions globales possibles sont :

(r1,91) = (3_\/5 \/5_1> et (z2,y2) = <3+\/57_\/5+1> .

2 72 2 2

En calculant la valeur de f en (x1,y1) et (z2,y2) on voit que f(z1,y1) < f(z2,y2). Donc
la seule solution globale possible est (x1,y1).

Il reste a déterminer si le probléme admet au moins une solution globale. L’ensemble des
Q des (z,y) € R? vérifiant les contraintes d’inégalité ¢y, ca, c3 est un fermé de R? (cf.
question suivante pour une visualisation de ) et f est continue et coercive sur R%. On
en déduit que f admet (au moins) un minimum global sur Q.

Cela nous permet de conclure que le probleme posséde une unique solution globale en :

5 Y 2




4. Faites un graphe pour vérifier la plausibilité de vos réponses.

Solution :

Exercice 7 On consideére le probleme

24,2
=ty <25
min —2(z — 2)? — y? tel que
z,yeR T Z O

1. Donnez les conditions KKT pour ce probleme.



Solution : On commence par mettre le probléeme sous la forme standard pour un

probléme d’optimisation sous contrainte en définissant : f : x,y — —2(z — 2)% — 32,

ci(z,y) = 22 + 9% — 25 et ¢y : w1,y — —x. Le Lagrangien associé & ce probléme est :

‘C(xvya)‘lyAQ) = f(l',y)‘FAlCl(iU,y)+)\202(1‘7y)

= —2(z —2)% —y* + M (22 + 9y —25) — o

Le gradient du Lagrangien par rapport a x et y est :

vx,yﬁ(l"v Y, A1, /\2) = Vx,yf(m, y) + Alvw,ycl (Ia y) + )‘2vx,yc2(x7 y)
—4(z —2) 2x 1
= + A1 — A2
—2y 2y 0

2()\1 —2)$+8—>\2

2(A1 = 1)y

Nous pouvons a présent écrire les conditions KKT pour ce probleme:
() 20\ —2)a +8— Ao =0
(b) 2(A\1 =1y =0

(c) 22 +y? <25

(g) M(z?4+y*>—25)=0

2

2. Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce probleme.

10




Solution :  On raisonne par disjonction des cas selon que A; et Ag sont nuls ou non.

Si Ay = Ay = 0: alors les conditions KKT se réduisent a :

(a) -4z +8=0

(b) =2y =0

(c) 22 +94% <25

(d) x>0

On vérifie ensuite facilement que x = 2;y =0; A1 =0; A2 =0 est bien solution des
conditions KKT, c’est donc I'unique solution dans ce cas.

Si Ay =0 et Ay #0: alors les conditions KKT se réduisent a :

(a) 4z +8—22=0

La deuxiéme équation donne y = 0 et, comme par hypothése Ay # 0, la derniére
équation, donne x = 0. On obtient alors aussi : Ay = 8 et on vérifie facilement que
x =0;y =0;\1 =0; Ay = 8 est bien solution des conditions KKT, c’est donc 'unique
solution dans ce cas.

Si A #0 et Ay =0: alors les conditions KKT se réduisent a :
(a) 2(\1 —2)z+8=0
(b) 2(\ =1Ly =0
(c) 22 +y*> <25
(d) x>0

e) M1 >0
(e) M > "
(f) M(22+y*—25)=0

Comme par hypothése Ay # 0, la derniére équation, donne z? + y? = 25. La deuxiéme




Solution :  (Suite de la solution)

e Siy =0, on obtient x = 5 ou x = =5, or x > 0, donc x = 5. Et la premiere
équation devient: 10A; — 20 + 8 = 0, soit Ay = 1.2 et on vérifie facilement que
x =5y =0;\1 = 1.2; A\ = 0 est bien solution des conditions KKT, c’est donc

I'unique solution dans ce cas.

e Si A\; = 1, la premiére équation donne, x = 4 et la derniére donne y?> = 9, et
donc y = 3 ou y = —3. On vérifie facilement que x =4;y =3; A1 =1; 2 =0 et
x =4;y = —3; A1 = 1; A2 = 0 sont bien solution des conditions KKT, ce donc les

deux seules solutions dans ce cas.

Si A #0 et A2 #0: alors les conditions KKT se réduisent a :
(a) 2()\1 72)564’87)\2 =0

(b) 2(A =1y =0

On en déduit y> = 25 et donc y = 5 ou y = —5. La premiére équation donne
Ao = 8 et la deuxiéme Ay = 1. On vérifie facilement que x =0;y =5; A1 = 1; A3 =8

et x =0;y = —5; A1 = 1; A2 = 8 sont bien solution des conditions KKT, ce sont donc les

deux seules solutions dans ce cas.

3. Donnez en le justifiant toutes les solutions globales de ce probleme.

12



Solution :
On commence par chercher ensemble des points (x,y) pour lesquels un théoréme de
qualification des contraintes s’applique. Il y a plusieurs théorémes de qualification des
contraintes, regardons, par exemple, pour quel points (x,y) le théoréme qui nécessite des
gradients des contraintes actives linéairement indépendants (théoréme 2 dans le cours)
s’applique.

On raisonne par disjonction des cas en considérant quelles contraintes sont actives.

e Si aucune contrainte n’est active, la matrice des gradients des contraintes actives

est la matrice vide, qui est de rang plein (0).

o Si seule la contrainte x? + y? = 25 est active en (z,y), la matrice des gradients

2z
des contraintes actives en (z,y) est qui est forcément de rang plein (1) car si
2y

22 + y? = 25 alors on ne peut avoir x =y = 0.

e Si seule la contrainte x = 0 est active en (z,y), la matrice des gradients des
1
contraintes actives en (x,y) est qui est de rang plein (1).
0

o Siles deux contraintes 2 4 32 = 25 et = 0 sont actives en (x,y), alors la matrice

2¢ 1
des gradients des contraintes actives en (z,y) est , qui est forcément de

2y 0

rang plein (2), car elle est de rang plein sauf si y = 0 et si y = 0, on ne peut avoir

22 +y? =25t x = 0.

On voit donc qu'un théoreme de qualification des contraintes s’applique en tout point
(z,y) faisable pour le probléme (c’est a dire en tout point satisfiant les contraintes). On
en conclut que les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solutions locales en
tout point faisable du probleme.

Soit z*,y* une solution globale du probleme, alors z*,y* est aussi une solution
locale du probleme et il existe A, Ay, tel que (z*,y*,A1,\2) soit solution des
conditions KKT. D’aprés la question précédente, cela implique que : (z*,y*) €
{(2,0);(0,0); (5,0); (4, 3); (4, —3); (0,5); (0, =5)}.

On calcule la valeur de f (la fonction & minimiser) en ces points: f(2,0) =0, f(0,0) = —8,
f(5,0)=—-18, f(4,3) = —17, f(4,-3) = —17, f(0,5) = =33, f(0,—5) = —33.

On en conclut que si le probleme admet une solution globale, alors cette solution globale

est —33 et est atteinte en exactement ded® points: (2*,y*) = (0,5) et (x*,y*) = (0, —5).




Solution : Il reste & montrer que le probléme admet bien une solution globale. f
n’est pas coercive, mais elle est définie et continue sur I’ensemble des réels x,y tels que
22 +y? < 25 et x > 0, qui est un ensemble fermé et borné (pour voir qu’il s’agit d'un
ensemble borné, on peut remarquer, par exemple, qu’il est contenu dans la boule fermée

de centre 0 et de rayon 5). On peut donc appliquer le théoréme de Weierstrass vu en

cours pour conclure que le probléme admet bien une solution globale.

Exercice 8 Boite de surface maximale & diagonale fixée. (*)

Trouvez le parallélépipede rectangle (pavé droit) dont la surface (somme des aires des six faces)
est maximale parmi tous les parallélépides rectangles de diagonale z3 + 2% + 2% = L, ou L est un
nombre réel strictement positif fixé et x1, 2, x3 sont les longueurs des cotés du parallélépipede

rectangle.

Solution :  Une modele raisonnable pour la situation décrite est le probleme de maximiser
flay,ma,23) := 2(x179 + 2123 + 2223) sur R? sous la contrainte que e(z1, z9, v3) = 27 + 23 +

2 . R o o —
x5 — L soit égal & 0 et que c¢q1(z1, 22, x3) 1= 1, c2(T1,%2,23) = 2 and c3(x1,x2,T3) = X3

soient positive.

14



Solution :  (Continuée)

Il s’agit d’un probléeme de maximisation d’une fonction continue sur un ensemble compact
(fermé, borné) de R3, qui admet donc (au moins) une solution globale.

Soit = (z1,22,73) € R3. x vérifie les conditions KKT si et seulement si il existe A € R et

(/\1, A2, )\3) € R3 tels que :
1. Vo(2(z122 + 2173 + 2223) — M@ + 2% + 23 — L) — M1 — Aoy — A3w3) = 0, c’est A dire :

(a) 2(xze+ 23 —Ax1) — A1 =0
(b) 2($1 + xr3 — )\1‘2) - /\2 =0

(¢) 2(x1 + 22— Ax3) — A3 =0
2. 224+ 23 +a23=1
3. 2120, 2920, x3>0
4. 21 2>20, A2>0, \3>0
5. Mx1 = Xoxo = A3x3 =0

Les gradients des contraintes sont : Ve(z) = 2z, Vey(z) = (1,0,0), Vea(x) = (0,1,0), Ves(z) =
(0,0,1). Si z = (0,0,0) e ne peut pas étre satisfaite car L > 0. Si z # (0,0,0), les trois
contraintes d’inégalités ne sont pas actives en méme temps et on vérifie immédiatement que les
gradients des contraintes actives sont linéairement indépendants. On en déduit, en utilisant le
théoreme donnant les conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéairement
indépendantes, que les solutions globales du probleme sont nécessairement atteintes en des
points satisfiant les conditions KKT.

On raisonne par disjonction des cas pour trouver tous les points vérifiant les conditions KKT.
1. On a déja vu que x1 = zo = x3 = 0 ne convient pas.

2. Supposons ;3 = x3 = 0 et zz3 > 0. Alors (x1,x9,23, A\, A1, A2, A3) =
(0,0,vL,0,2/L,2/L,0) est la seule solution des conditions de KKT et laire
correspondante est 0. Le probléeme étant symmétrique par permutation de (z1,za,x3),
les points KKT pour le cas 1 = x3 =0 et 9 > 0 et pour le cas zo =23 =0et 21 >0

s’obtiennent en prenant le symmeétrique approprié de la solution obtenue ci-dessus.
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Solution :  (Continuée)

3. Supposons 1 = 0 et g > 0, 3 > 0. Alors (z1,22,23,\ A1, 2,A3) =
(0,/L/2,\/L/2,-1,2V2L,0,0) est la seule solution des conditions de KKT et l'aire
correspondante est L. Le probléme étant symmétrique par permutation de (1, z2,x3),
les points KKT pour le cas zo = 0 et 1 > 0, x3 > 0 et pour le cas x3 = 0 et 1 > 0,

T2 > 0 s’obtiennent en prenant le symmétrique approprié de la solution obtenue ci-dessus.

4. Supposons ;7 > 0, zo > 0 et z3 > 0. Alors (x1,x2,%3, A, A1, A2, A\3) =
(vV/L/3,y/L/3,4/L/3,2,0,0,0) est la seule solution des conditions de KKT et laire

correspondante est 2.

Il y a donc une unique solution globale au probléme considéré, données par un cube de c6té

v/ L/3 et de surface 2L.

Exercice 9 Optimisation sous contraintes.

On considére le probleme

x% + x% <1
max 3x1 + o tel que 1 >0
3,’1,!)22€R,2 -
i) 2 0

1. Ecrivez le probleme sous la forme d’un probléme de minimisation sous contraintes et donnez

les conditions KKT pour ce probléme.
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Solution :  On réécrit le probleme de maximisation

3+ 23 <1,
max 3r; + 22 s.c.
zER? ! 2 1 20,
i) Z 0
sous la forme d’un probléme de minimisation en posant f(z) = —3x; — x2 et
g1(x) = af + 25 -1 <0, g2(z) = —z1 <0, g3(z) = —z2 <0.

Le probléme équivalent est donc

min f(z) s.c. gi(z) <0, i=1,2,3.
zER?

Les conditions KKT pour ce probléme (avec multiplicateurs de Lagrange A, A, A3)

s’écrivent :

(Stationnarité¢) Vf(z)+ A\ Vgi(z)+ A2Vga(x) + AsVgs(z) =0,
(Faisabilité primale) g¢;(z) <0, i =1,2,3,
(Dualité) X\ >0, i =1,2,3,

(Complémentarité) \; g;(x) =0, i=1,2,3

Ici,

Vfi(x)=(-3,-1), Vgi(z)=(2z1,2x2), Vga(z)=(-1,0), Vgs(x)=(0,-1),

de sorte qu’on obtient, plus explicitement:
(a) =34+2 M1 —Aa=0et —1+2\z3 — A3 =0
(b) 2?2 +z3<letxz; >0etas>0
(c) My >0et Ay >0et A3 >0

(d) Al(I% +’I§ "1) =0et Agxl =0et Agzg =0

2. Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce probleme.
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Solution : On raisonne par disjonction des cas en fonction des multiplicateurs de
Lagrange égaux a zéro.
Cas 1 : Ay = Ay = A3 = 0. La stationnarité implique (—3,—1) = (0,0), donc il n’y a pas

de solution des équations KKT dans ce cas.

Cas 2 : A\; >0, A2 =0, A3 =0. Alors 23 + 23 =1 et

=342z =0, —-14+2X\22 =0 = 2M\x1 =3, 220 =1.

3

1
onc xi o To oW et, avec r{ + 5 ,

]
)
Il

o
o

On vérifie facilement que le point z; = ,A2 = 0, A3 = 0 est bien

E R T
V10’ 2 = V10’
solution de toutes les équations KKT.

Cas 8 : A1 =0, Ay > 0, A3 = 0. Alors z; = 0 et la stationnarité donne —3 — Ay = 0 =

Ao = =3 < 0, donc il n’y a pas de solution des équations KKT dans ce cas.

Cas 4 : M1 =0, Ay =0, A3 > 0. Alors 2 = 0 et la stationnarité donne —1 — \3 =0 =

A3 = —1 < 0, donc il n’y a pas de solution des équations KKT dans ce cas.

Cas 5: A1 >0, 22 >0, A3 =0. Alors 1 =0 et 22 + 23 = 1 = x5 = 1. La stationnarité
donne —3 — Ay = 0, ce qui implique A < 0, donc il n’y a pas de solution des équations

KKT dans ce cas.

Cas 6 : A\ >0, A =0,23 >0. Alorszg =0et 2?2 =1 = 27 =1 (car z; > 0). La
stationnarité donne —1 — A3 = 0 ce qui implique A3 < 0, donc il n’y a pas de solution des

équations KKT dans ce cas.

Cas 7: A =0, Ay >0, \3 > 0. Alors 1 = x5 = 0 et la stationnarité donne —3 — Ay = 0,

ce qui implique A2 < 0, donc il n’y a pas de solution des équations KKT dans ce cas.

Cas 8 : A1 >0, Ag >0, A3 > 0. Alors 71 = 29 = 0 et 27 + 23 = 1, ce qui est impossible.

Donc il n’y a pas de solution des équations KKT dans ce cas.

Conclusion : la seule solution des conditions KKT est le point

3 1 V10
y L2 = 7)\1:

A =0,23=0
\/m \/m 272 s N3

Ir1 =
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