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x⇤ est une solution locale du problème ssi x⇤ 2 ⌦ et il existe un ensemble
ouvert V ⇢ U contenant x⇤ tel que pour tout x 2 V \ ⌦, f(x⇤)  f(x)
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l’ensemble admissible pour ce problème

2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice

colonne x de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que : Ax = σy, ∥x∥2 = 1,

∥y∥2 = 1 et σ = ∥A∥2. Indice : utiliser l’une des deux définitions équivalentes de ∥A∥2.

3. En utilisant le résultat de la première question, x et y, montrer qu’il existe une matrice

orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n− 1 et une matrice B de taille m− 1 par n− 1, telles que :

A1 := UTAV =

⎛

⎜⎝
σ wT

0 B

⎞

⎟⎠ .

4. Montrer que ∥A1∥22 ≥ σ2 + wTw. Indice : multiplier A1 par (σ wT )T .

5. Montrer que ∥A1∥22 = ∥A∥22 et en déduire la valeur de w.

6. Utiliser un raisonnement par récurrence pour compléter la preuve de l’existence de la dé-

composition en valeurs singulières.

2 Optimisation sous contraintes

Point de cours. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour des fonctions C1.

Soit f , (ei)nE
i=1 et (ci)

nI
i=1 des fonctions de Rd vers R de classe C1.

Comme nous l’avons vu en cours, on dit que le point x∗ ∈ Rd vérifie les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) pour le problème :

min
x∈Rd

f(x) tel que

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ei(x) = 0, i ∈ E

ci(x) ≤ 0, i ∈ I

si et seulement si il existe λ∗
E ∈ RnE et λ∗

I ∈ RnI , tels que :

1. ∇xL(x∗,λ∗
E ,λ

∗
I) = 0, où L(x,λE ,λI) = f(x) +

∑nE

i=1 λE,iei(x) +
∑nI

i=1 λI,ici(x)

2. ei(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nE}

3. ci(x∗) ≤ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

4. λI,i ≥ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

5. λI,ici(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

Les trois théorèmes suivants donnent des conditions de régularité sur les fonctions du

problème—appelées qualifications des contraintes—qui garantissent que toute solution locale du

2
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Definition 12.1.
The active set A(x) at any feasible x consists of the equality constraint indices from E

together with the indices of the inequality constraints i for which ci (x) ! 0; that is,

A(x) ! E ∪ {i ∈ I | ci (x) ! 0}.

At a feasible point x , the inequality constraint i ∈ I is said to be active if ci (x) ! 0
and inactive if the strict inequality ci (x) > 0 is satisfied.

A SINGLE EQUALITY CONSTRAINT

❏ EXAMPLE 12.1

Our first example is a two-variable problem with a single equality constraint:

min x1 + x2 s.t. x2
1 + x2

2 − 2 ! 0 (12.9)

(see Figure 12.3). In the language of (12.1), we have f (x) ! x1 + x2, I ! ∅, E ! {1}, and
c1(x) ! x2

1 + x2
2 − 2. We can see by inspection that the feasible set for this problem is the

circle of radius
√

2 centered at the origin—just the boundary of this circle, not its interior.
The solution x∗ is obviously (−1,−1)T . From any other point on the circle, it is easy to
find a way to move that stays feasible (that is, remains on the circle) while decreasing f .
For instance, from the point x ! (

√
2, 0)T any move in the clockwise direction around the

circle has the desired effect.
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Figure 12.3
Problem (12.9), showing
constraint and function
gradients at various feasible
points.
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We also see from Figure 12.3 that at the solution x∗, the constraint normal ∇c1(x∗) is
parallel to ∇ f (x∗). That is, there is a scalar λ∗

1 (in this case λ∗
1 # −1/2) such that

∇ f (x∗) # λ∗
1∇c1(x∗). (12.10)

❐

We can derive (12.10) by examining first-order Taylor series approximations to the
objective and constraint functions. To retain feasibility with respect to the function c1(x) #
0, we require any small (but nonzero) step s to satisfy that c1(x + s) # 0; that is,

0 # c1(x + s) ≈ c1(x) + ∇c1(x)T s # ∇c1(x)T s. (12.11)

Hence, the step s retains feasibility with respect to c1, to first order, when it satisfies

∇c1(x)T s # 0. (12.12)

Similarly, if we want s to produce a decrease in f , we would have so that

0 > f (x + s) − f (x) ≈ ∇ f (x)T s,

or, to first order,

∇ f (x)T s < 0. (12.13)

Existence of a small step s that satisfies both (12.12) and (12.13) strongly suggests existence
of a direction d (where the size of d is not small; we could have d ≈ s/∥s∥ to ensure that
the norm of d is close to 1) with the same properties, namely

∇c1(x)T d # 0 and ∇ f (x)T d < 0. (12.14)

If, on the other hand, there is no direction d with the properties (12.14), then is it likely that
we cannot find a small step s with the properties (12.12) and (12.13). In this case, x∗ would
appear to be a local minimizer.

By drawing a picture, the reader can check that the only way that a d satisfying (12.14)
does not exist is if ∇ f (x) and ∇c1(x) are parallel, that is, if the condition ∇ f (x) # λ1∇c1(x)
holds at x , for some scalar λ1. If in fact ∇ f (x) and ∇c1(x) are not parallel, we can set

d̄ # −
(

I − ∇c1(x)∇c1(x)T

∥∇c1(x)∥2

)
∇ f (x); d # d̄

∥d̄∥
. (12.15)

It is easy to verify that this d satisfies (12.14).
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1 + x2

2 = 2
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d’optimalité
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As before, we conjecture that a given feasible point x is not optimal if we can find a
small step s that both retains feasibility and decreases the objective function f to first order.
The main difference between problems (12.9) and (12.18) comes in the handling of the
feasibility condition. As in (12.13), the step s improves the objective function, to first order,
if ∇ f (x)T s < 0. Meanwhile, s retains feasibility if

0 ≤ c1(x + s) ≈ c1(x) + ∇c1(x)T s,

so, to first order, feasibility is retained if

c1(x) + ∇c1(x)T s ≥ 0. (12.19)

In determining whether a step s exists that satisfies both (12.13) and (12.19), we
consider the following two cases, which are illustrated in Figure 12.4.

Case I: Consider first the case in which x lies strictly inside the circle, so that the strict
inequality c1(x) > 0 holds. In this case, any step vector s satisfies the condition (12.19),
provided only that its length is sufficiently small. In fact, whenever ∇ f (x) ̸& 0, we can
obtain a step s that satisfies both (12.13) and (12.19) by setting

s & −α∇ f (x),

1

∆
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s
x
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c

x

f

Figure 12.4 Improvement directions s from two feasible points x for the problem
(12.18) at which the constraint is active and inactive, respectively.
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The optimality conditions for both cases I and II can again be summarized neatly
with reference to the Lagrangian function L defined in (12.16). When no first-order feasible
descent direction exists at some point x∗, we have that

∇xL(x∗, λ∗
1) # 0, for some λ∗

1 ≥ 0, (12.22)

where we also require that

λ∗
1c1(x∗) # 0. (12.23)

Condition (12.23) is known as a complementarity condition; it implies that the Lagrange
multiplier λ1 can be strictly positive only when the corresponding constraint c1 is active.
Conditions of this type play a central role in constrained optimization, as we see in the
sections that follow. In case I, we have that c1(x∗) > 0, so (12.23) requires that λ∗

1 # 0.
Hence, (12.22) reduces to ∇ f (x∗) # 0, as required by (12.20). In case II, (12.23) allows λ∗

1

to take on a nonnegative value, so (12.22) becomes equivalent to (12.21).

TWO INEQUALITY CONSTRAINTS

❏ EXAMPLE 12.3

Suppose we add an extra constraint to the problem (12.18) to obtain

min x1 + x2 s.t. 2 − x2
1 − x2

2 ≥ 0, x2 ≥ 0, (12.24)

for which the feasible region is the half-disk illustrated in Figure 12.6. It is easy to see that
the solution lies at (−

√
2, 0)T , a point at which both constraints are active. By repeating the

arguments for the previous examples, we would expect a direction d of first-order feasible
descent to satisfy

∇ci (x)T d ≥ 0, i ∈ I # {1, 2}, ∇ f (x)T d < 0. (12.25)

However, it is clear from Figure 12.6 that no such direction can exist when x # (−
√

2, 0)T .
The conditions ∇ci (x)T d ≥ 0, i # 1, 2, are both satisfied only if d lies in the quadrant
defined by ∇c1(x) and ∇c2(x), but it is clear by inspection that all vectors d in this quadrant
satisfy ∇ f (x)T d ≥ 0.

Let us see how the Lagrangian and its derivatives behave for the problem (12.24) and
the solution point (−

√
2, 0)T . First, we include an additional term λi ci (x) in the Lagrangian

for each additional constraint, so the definition of L becomes

L(x, λ) # f (x) − λ1c1(x) − λ2c2(x),
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2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice

colonne x de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que : Ax = σy, ∥x∥2 = 1,

∥y∥2 = 1 et σ = ∥A∥2. Indice : utiliser l’une des deux définitions équivalentes de ∥A∥2.

3. En utilisant le résultat de la première question, x et y, montrer qu’il existe une matrice

orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n− 1 et une matrice B de taille m− 1 par n− 1, telles que :

A1 := UTAV =

⎛

⎜⎝
σ wT

0 B

⎞

⎟⎠ .

4. Montrer que ∥A1∥22 ≥ σ2 + wTw. Indice : multiplier A1 par (σ wT )T .

5. Montrer que ∥A1∥22 = ∥A∥22 et en déduire la valeur de w.

6. Utiliser un raisonnement par récurrence pour compléter la preuve de l’existence de la dé-

composition en valeurs singulières.

2 Optimisation sous contraintes

Point de cours. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour des fonctions C1.

Soit f , (ei)nE
i=1 et (ci)

nI
i=1 des fonctions de Rd vers R de classe C1.

Comme nous l’avons vu en cours, on dit que le point x∗ ∈ Rd vérifie les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) pour le problème :

min
x∈Rd

f(x) tel que

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ei(x) = 0, i ∈ E

ci(x) ≤ 0, i ∈ I

si et seulement si il existe λ∗
E ∈ RnE et λ∗

I ∈ RnI , tels que :

1. ∇xL(x∗,λ∗
E ,λ

∗
I) = 0, où L(x,λE ,λI) = f(x) +

∑nE

i=1 λE,iei(x) +
∑nI

i=1 λI,ici(x)

2. ei(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nE}

3. ci(x∗) ≤ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

4. λI,i ≥ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

5. λI,ici(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

Les trois théorèmes suivants donnent des conditions de régularité sur les fonctions du

problème—appelées qualifications des contraintes—qui garantissent que toute solution locale du

2

2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice

colonne x de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que : Ax = σy, ∥x∥2 = 1,

∥y∥2 = 1 et σ = ∥A∥2. Indice : utiliser l’une des deux définitions équivalentes de ∥A∥2.

3. En utilisant le résultat de la première question, x et y, montrer qu’il existe une matrice

orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n− 1 et une matrice B de taille m− 1 par n− 1, telles que :

A1 := UTAV =

⎛

⎜⎝
σ wT

0 B

⎞

⎟⎠ .

4. Montrer que ∥A1∥22 ≥ σ2 + wTw. Indice : multiplier A1 par (σ wT )T .

5. Montrer que ∥A1∥22 = ∥A∥22 et en déduire la valeur de w.

6. Utiliser un raisonnement par récurrence pour compléter la preuve de l’existence de la dé-

composition en valeurs singulières.

2 Optimisation sous contraintes

Point de cours. Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour des fonctions C1.

Soit f , (ei)nE
i=1 et (ci)

nI
i=1 des fonctions de Rd vers R de classe C1.

Comme nous l’avons vu en cours, on dit que le point x∗ ∈ Rd vérifie les conditions de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) pour le problème :

min
x∈Rd

f(x) tel que

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ei(x) = 0, i ∈ E

ci(x) ≤ 0, i ∈ I

si et seulement si il existe λ∗
E ∈ RnE et λ∗

I ∈ RnI , tels que :

1. ∇xL(x∗,λ∗
E ,λ

∗
I) = 0, où L(x,λE ,λI) = f(x) +

∑nE

i=1 λE,iei(x) +
∑nI

i=1 λI,ici(x)

2. ei(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nE}

3. ci(x∗) ≤ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

4. λI,i ≥ 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

5. λI,ici(x∗) = 0 pour tout i dans {1, 2, . . . , nI}

Les trois théorèmes suivants donnent des conditions de régularité sur les fonctions du

problème—appelées qualifications des contraintes—qui garantissent que toute solution locale du

2
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2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice

colonne x de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que : Ax = σy, ∥x∥2 = 1,

∥y∥2 = 1 et σ = ∥A∥2. Indice : utiliser l’une des deux définitions équivalentes de ∥A∥2.

3. En utilisant le résultat de la première question, x et y, montrer qu’il existe une matrice

orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n− 1 et une matrice B de taille m− 1 par n− 1, telles que :

A1 := UTAV =

⎛

⎜⎝
σ wT

0 B

⎞

⎟⎠ .

4. Montrer que ∥A1∥22 ≥ σ2 + wTw. Indice : multiplier A1 par (σ wT )T .

5. Montrer que ∥A1∥22 = ∥A∥22 et en déduire la valeur de w.
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<latexit sha1_base64="VAM4zM+qgA9wpXqqGWhp8rsOPQs="></latexit>

Soit U ⇢ Rd, un ensemble ouvert
<latexit sha1_base64="++WVj9UltXnbyb3n58ts9N3PcBM="></latexit>

U
<latexit sha1_base64="++WVj9UltXnbyb3n58ts9N3PcBM="></latexit>

U

<latexit sha1_base64="++WVj9UltXnbyb3n58ts9N3PcBM="></latexit>
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Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification (MFCQ)

Condition nécessaire 
d’optimalité: cas général

<latexit sha1_base64="uniALZGLCw4hwkGM2MQZW6laZ5U="></latexit>

Théorème : Si x⇤ est une solution locale et que la qualification des contraintes
de Mangasarian-Fromovitz est respectée en x⇤ alors les conditions KKT sont
vérifiées en x⇤.

<latexit sha1_base64="ucgQBK0gMtoAjJbHcUWzNyQJBC4="></latexit>

Les gradients des contraintes d’égalité sont linéairement indépendants aux
point x⇤ et il existe un vecteur d 2 Rn tel que rci(x⇤)T d < 0 pour toutes les
contraintes d’inégalité actives en x⇤ et tel que rej(x⇤)T d = 0 pour toutes les
contraintes d’égalité.



problème considéré doit vérifier les conditions KKT (c’est à dire que sous ces conditions de ré-

gularité les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale). Notez qu’on peut

démontrer la validité d’autres qualification des contraintes que les trois présentées ici et qu’il est

possible de généraliser ces théorèmes au delà du cas des fonctions de classe C1.

Theorem 1 Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéaires. Si les fonc-

tions ei et cj sont affines pour i = 1 . . . nE et j = 1 . . . nI alors les conditions KKT sont des

conditions nécessaires de solution locale pour le problème considéré.

Theorem 2 Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéairement indépen-

dantes.

Si au point x ∈ Rd la matrice formée par les gradients des contraintes d’égalité et des

contraintes d’inégalité actives est de rang plein (c’est à dire que les nE vecteurs gradients pour

les contraintes d’égalité—qui doivent toujours toutes être actives—et les vecteurs gradients pour

les contraintes d’inégalité actives en x—c’est à dire telles que ci(x) = 0—sont linéairement indé-

pendants), alors les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale en x pour

le problème considéré.

Theorem 3 Conditions nécessaires de solution locale pour un problème convexe.

Si f est convexe, ci est concave pour tout i in 1 . . . nI et ej est affine pour tout j in 1 . . . nE

et si la condition de Slater est vérifiée, c’est à dire s’il existe x ∈ Rd tel que ej(x) = 0 pour tout

j in 1 . . . nE et ci(x) < 0 pour tout i in 1 . . . nI , alors les conditions KKT sont des conditions

nécessaires de solution locale pour le problème considéré.

Exercice 5 Application des conditions KKT. (⋆)

On considère le problème

min
x,y∈R2

x2 + y2 tel que

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

x+ y ≥ 1

y ≤ 2

y2 ≥ x

1. Donnez les conditions KKT pour ce problème.

2. Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce problème.

3. Donnez en le justifiant toutes les solutions globales de ce problème.

4. Faites un graphe pour vérifier la plausibilité de vos réponses.

3

Autres exemples de 
qualifications des contraintes 
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1. Optimisation lisse sans contraintes


2. Optimisation lisse avec contraintes


3. Analyse convexe et dualité Lagrangienne


4. Ouverture vers l’optimisation non-lisse


5. Algorithmes d’optimisation



Optimisation
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1. Optimisation lisse sans contraintes


2. Optimisation lisse avec contraintes


3. Analyse convexe et dualité Lagrangienne


4. Ouverture vers l’optimisation non-lisse


5. Algorithmes d’optimisation



Convexité
L’ensemble X est convexe ssi pour tout x, y dans X, le segment [x, y] :=

{tx+ (1� t)y | t 2 [0, 1]} est inclus dans X
<latexit sha1_base64="iZwIgwvYn2SOHBaQ49Fh0XYnjgE="></latexit>

Une fonction f : X ⇢ Rn ! R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout t 2 [0, 1],

f(tx+ (1� t)y)  tf(x) + (1� t)f(y).

Si l’inégalité est stricte pour t 2]0, 1[, la fonction est dite strictement convexe.
<latexit sha1_base64="qvuRGivRroZLl7PFxSx1A9kbvOI="></latexit>
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Convexité
Reconnaître une fonction convexe

- les fonctions linéaires sont convexes

- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes

- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

- …

Si f est de classe C2, f est convexe si et seulement si r2f est semi-définie
positive sur l’intérieur de X. Si r2f est définie positive sur l’intérieur de X, f
est strictement convexe.

<latexit sha1_base64="E7ZDt5Gx7Gh9i1Xwn0DlLlfcVUo="></latexit>
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<latexit sha1_base64="sJ70q/7NCiBJfDwzGZKrKaVceeY=">AAAB/XicbVDLSsNAFJ3UV62v+Ni5GSxC3ZREfG2EohuXFewD2lAm00k7dCYJMzdiDcVfceNCEbf+hzv/xmmbhbYeuHA4517uvcePBdfgON9WbmFxaXklv1pYW9/Y3LK3d+o6ShRlNRqJSDV9opngIasBB8GasWJE+oI1/MH12G/cM6V5FN7BMGaeJL2QB5wSMFLH3is18SVuA3sAJdNuJEc4OOrYRafsTIDniZuRIspQ7dhf7W5EE8lCoIJo3XKdGLyUKOBUsFGhnWgWEzogPdYyNCSSaS+dXD/Ch0bp4iBSpkLAE/X3REqk1kPpm05JoK9nvbH4n9dKILjwUh7GCbCQThcFicAQ4XEUuMsVoyCGhhCquLkV0z5RhIIJrGBCcGdfnif147J7Vj69PSlWrrI48mgfHaASctE5qqAbVEU1RNEjekav6M16sl6sd+tj2pqzspld9AfW5w8Z+JRh</latexit>

(X = domf)



Hessienne
f : U ⇢ Rn 7! R

<latexit sha1_base64="4EkOnBhej/fR7d99VC3p2Ri35Uc="></latexit>

r2f =
<latexit sha1_base64="+S4+4xFLMqmpeSFHfvcz+o3J1SU="></latexit>
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Conditions d’optimalité
Conditions nécessaires, premier ordre

<latexit sha1_base64="RdeHUBuyH3WJCjzpf254MozL0H8="></latexit>

Si x⇤ est un minimum local et f est de classe C1 sur un ouvert U ⇢ Rn

contenant x, alors rf(x⇤) = 0
<latexit sha1_base64="6gRqGUmyzp9Ob+27tMsy8TyUQlA="></latexit>

Conditions nécessaires, second ordre
<latexit sha1_base64="zRziKrTMfA3fe6wZHpsQ8H9h9fw="></latexit>

Si x⇤ est un minimum local et f est de classe C2 sur un ouvert U ⇢ Rn

contenant x, alors rf(x⇤) = 0 et r2f(x⇤) est semi-définie positive
<latexit sha1_base64="CfVqQRjt60SNsmTR6q+hM6rLsvM="></latexit>

Si f est de classe C2 sur un ouvert U ⇢ Rn contenant x, si rf(x⇤) = 0 et si
r2f(x⇤) est définie positive, alors x⇤ est un minimum local.

<latexit sha1_base64="v5lUDITSTZKKBgiG76bJ9bcsyPA="></latexit>

Conditions su�santes, second ordre
<latexit sha1_base64="BVC9qYXRPoq5bdFowKqGB8YDCOw="></latexit>

NECESSARY CONDITIONS FOR A LOCAL MIN 

• Zero slope at a local minimum x ∗ 

∇f(x ∗) = 0  

• Nonnegative curvature at a local minimum x ∗ 

∇2f(x ∗) :  Positive Semidefinite 

xx* = 0 

f(x) = |x|3 (convex) 

x 

f(x) = x3 f(x) = - |x|3 

x* = 0x* = 0 x

First and second order necessary optimality conditions for 

functions of one variable. 
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Existence et unicité du 
minimum

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X ⇢ Rn, alors f admet au plus un minimum global.

<latexit sha1_base64="bLWOyqMzyEYH+jZlIRdaDsng31o="></latexit>
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Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X ⇢ Rn, alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f . Si X est ouvert,
alors rf(x⇤) = 0 est équivaut à x⇤ est un minimum global de f

<latexit sha1_base64="QvrNLWOkoVxRMZXw5iHpHaPvvG8="></latexit>

Théorèmes

<latexit sha1_base64="2tRjfDGx5nha0RGH+WeJ+jLXISE=">AAACSHicbVDPT9swGHXK2Fg2RtmOu1g0k8qBKukBJk5oE9KOMFGK1GTVF/cLteo4wXaqVlH+PC47ctvfsMsOQ4jbnLaH8eNJlp7ee5/t78W54Nr4/i+nsfZi/eWrjdfum7eb77aa2+/PdVYohj2WiUxdxKBRcIk9w43Ai1whpLHAfjz5Wvv9KSrNM3lm5jlGKVxKnnAGxkrD5tA9lhrrOB0htdfqPcmnCAX1QhD5GLxa9xLvkF qlnIVchimYcZyU36sf0qMGhaZXRZ1pz3ZDgVd0ORhWnuu6w2bL7/gL0KckWJEWWeFk2LwJRxkrUpSGCdB6EPi5iUpQhjOBlRsWGnNgE7jEgaUSUtRRuSiiop+sMqJJpuyRhi7U/ydKSLWep7FN1kvox14tPucNCpN8jkou88KgZMuHkkJQk9G6VTriCpkRc0uAKW7/StkYFDBju69LCB6v/JScdzvBfmf/tNs6+rKqY4N8JDukTQJyQI7IN3JCeoSRa/Kb/CW3zk/nj3Pn3C+jDWc184E8QKPxD8eqrsI=</latexit>

Ensemble de sous-niveau ↵ de f : {x 2 Rn tels que f(x)  ↵}

<latexit sha1_base64="gZ3PWigSysY+uxN04IZKWKrqA7Q="></latexit>

Si f : Rn 7! R est convexe et qu’il existe un réel ↵ tel que l’ensemble de
sous-niveau ↵ de f est borné et non-vide, alors f admet un minimum global.



Dualité
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Problème considéré

<latexit sha1_base64="0i2UKLHfYtt1TysO3+ueecAjAbI="></latexit>

f : X ! R <latexit sha1_base64="CyhLkvpA/mnv/O6cBzQwiGwFZEI="></latexit>

ei : X ! R
<latexit sha1_base64="vlR2cmz9ir3h6vJJ4G6ypMb+gT4="></latexit>

ci : X ! R

<latexit sha1_base64="83rkSV+16eaXn99OeDO7nyNMzl8=">AAACBHicbVC7TsMwFHXKq5RXgLGLRYVUGKoEocKCVMHCRpHoQ2pC5LhOa9VxIttBraIOLPwKCwMIsfIRbPwNbpsBWo50dY/OuVf2PX7MqFSW9W3klpZXVtfy64WNza3tHXN3rymjRGDSwBGLRNtHkjDKSUNRxUg7FgSFPiMtf3A18VsPREga8Ts1iokboh6nAcVIackzi8H9MbyADuWBlw51c25C0kPjoDw88sySVbGmgIvEzkgJZKh75pfTjXASEq4wQ1J2bCtWboqEopiRccFJJIkRHqAe6WjKUUikm06PGMNDrXRhEAldXMGp+nsjRaGUo9DXkyFSfTnvTcT/vE6ignM3pTxOFOF49lCQMKgiOEkEdqkgWLGRJggLqv8KcR8JhJXOraBDsOdPXiTNk4pdrVRvT0u1yyyOPCiCA1AGNjgDNXAN6qABMHgEz+AVvBlPxovxbnzMRnNGtrMP/sD4/AFDTpc+</latexit>

f⇤ = inf
x2⌦

f(x)

<latexit sha1_base64="Zem7mJeWf8VElCShz5E6QANahuE=">AAAB/nicbVBNS8NAEN34WetXVDx5WSyCp5KIVI+iF29WsCo0oWy203bp7ibuToQSBP+KFw+KePV3ePPfuK05+PVg4PHeDDPzkkwKi0Hw4U1Nz8zOzVcWqotLyyur/tr6pU1zw6HFU5ma64RZkEJDCwVKuM4MMJVIuEqGJ2P/6haMFam+wFEGsWJ9LXqCM3RSx9+MzhT0GY003NAIVIYjC9jxa0E9mID+JWFJaqREs+O/R92U5wo0csmsbYdBhnHBDAou4a4a5RYyxoesD21HNVNg42Jy/h3dcUqX9lLjSiOdqN8nCqasHanEdSqGA/vbG4v/ee0ce4dxIXSWI2j+taiXS4opHWdBu8IARzlyhHEj3K2UD5hhHF1iVRdC+Pvlv+Ryrx426o3z/drRcRlHhWyRbbJLQnJAjsgpaZIW4aQgD+SJPHv33qP34r1+tU555cwG+QHv7RP2XpWE</latexit>

⌦ 6= ;

<latexit sha1_base64="2o6cSFaJ/nEhFMEHvULVQNSqW5A=">AAAB9XicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi1WXRjSupYB/QxDKZTtqhk0mYmSgl9D/cuFDErf/izr9xkmahrQcGDufcyz1z/JgzpW372yqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjooSSWibRDySPR8rypmgbc00p71YUhz6nHb9yXXmdx+pVCwS93oaUy/EI8ECRrA20oN0mXBDrMd+kN7OBtWaXbdzoGXiFKQGBVqD6pc7jEgSUqEJx0r1HTvWXoqlZoTTWcVNFI0xmeAR7RsqcEiVl+apZ+jEKEMURNI8oVGu/t5IcajUNPTNZJZQLXqZ+J/XT3Rw6aVMxImmgswPBQlHOkJZBWjIJCWaTw3BRDKTFZExlphoU1TFlOAsfnmZdM7qTqPeuDuvNa+KOspwBMdwCg5cQBNuoAVtICDhGV7hzXqyXqx362M+WrKKnUP4A+vzB+YHkso=</latexit>

r 2 N
<latexit sha1_base64="CMaunT8r3fVew5ohPCg3Eg2OIBs=">AAAB9XicbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiQi1WXRjSupYB/QxDKZTtqhk0mYmSgl9D/cuFDErf/izr9xkmahrQcGDufcyz1z/JgzpW372yqtrK6tb5Q3K1vbO7t71f2DjooSSWibRDySPR8rypmgbc00p71YUhz6nHb9yXXmdx+pVCwS93oaUy/EI8ECRrA20oNymXBDrMd+kN7OBtWaXbdzoGXiFKQGBVqD6pc7jEgSUqEJx0r1HTvWXoqlZoTTWcVNFI0xmeAR7RsqcEiVl+apZ+jEKEMURNI8oVGu/t5IcajUNPTNZJZQLXqZ+J/XT3Rw6aVMxImmgswPBQlHOkJZBWjIJCWaTw3BRDKTFZExlphoU1TFlOAsfnmZdM7qTqPeuDuvNa+KOspwBMdwCg5cQBNuoAVtICDhGV7hzXqyXqx362M+WrKKnUP4A+vzB+eYkss=</latexit>

s 2 N

<latexit sha1_base64="6zx8WcaDJJum7SGM3VLJZWBkvNc="></latexit>

min
x2X⇢Rd

f(x) sous les contraintes

⇢
ei(x) = 0, i = 1..r
ci(x)  0, i = 1..s

<latexit sha1_base64="ldTIyVOw9U2VNlV9zu9TdlqE3dc="></latexit>

⌦ = {x 2 X| ei(x) = 0, cj(x)  0, i = 1..r, j = 1..s}

Hypothèses :
<latexit sha1_base64="ccgt19J7kExLskOjxpRbtdNGuY4=">AAAB9HicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBBEMOyKRE8S9OIxgnlAsobZyWwyZHZ2nekNhJDv8OJBEa9+jDf/xsnjoIkFDUVVN91dQSKFQdf9dpaWV1bX1jMb2c2t7Z3d3N5+1cSpZrzCYhnrekANl0LxCgqUvJ5oTqNA8lrQux37tT7XRsTqAQcJ9yPaUSIUjKKV/PDxlFyTs6ZQIQ5aubxbcCcgi8SbkTzMUG7lvprtmKURV8gkNabhuQn6Q6pRMMlH2WZqeEJZj3Z4w1JFI2784eToETm2SpuEsbalkEzU3xNDGhkziALbGVHsmnlvLP7nNVIMr/yhUEmKXLHpojCVBGMyToC0heYM5cASyrSwtxLWpZoytDllbQje/MuLpHpe8IqF4v1FvnQziyMDh3AEJ+DBJZTgDspQAQZP8Ayv8Ob0nRfn3fmYti45s5kD+APn8wdEAZEm</latexit>

f⇤ > �1



Dualité

65

Lagrangien associé au problème

avec :

<latexit sha1_base64="u61YbZJmmUecJVGr96IvjDGvSL0=">AAACHnicbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVoUcqMaHUjFN24cFGhL2inJZPJtKGZB0lGWoZ+iRt/xY0LRQRX+jdm2llo64WEk3Pu4eYeO2RUSMP41jJLyyura9n13Mbm1vaOvrvXEEHEManjgAW8ZSNBGPVJXVLJSCvkBHk2I017eJPozQfCBQ38mhyHxPJQ36cuxUgqqqef3xVGJ7DjRepiyuagIryCbmFUhMcJ3a2RFM/Ubg2rd0/PGyVjWnARmCnIg7SqPf2z4wQ48ogvMUNCtE0jlFaMuKSYkUmuEwkSIjxEfdJW0EceEVY8XW8CjxTjQDfg6vgSTtnfjhh5Qow9W3V6SA7EvJaQ/2ntSLqXVkz9MJLEx7NBbsSgDGCSFXQoJ1iysQIIc6r+CvEAcYSlSjSnQjDnV14EjdOSWS6V78/yles0jiw4AIegAExwASrgFlRBHWDwCJ7BK3jTnrQX7V37mLVmtNSzD/6U9vUD48ueqw==</latexit>

L(x, µ,�) = f(x) + µT e(x) + �T c(x)

<latexit sha1_base64="JkNAqjdRJuLX4XVHTQTtwX09NRM=">AAACEXicbVC7TsMwFHXKq5RXgJHFokIqS5VUqLAgVbAwFqkvKQ2R4zqtVceJbAdRVf0FFn6FhQGEWNnY+BucNAO0HMnyuec+7Hv8mFGpLOvbKKysrq1vFDdLW9s7u3vm/kFHRonApI0jFomejyRhlJO2ooqRXiwICn1Guv74Os1374mQNOItNYmJG6IhpwHFSGnJMyu48nAKL6GDPVuzPsReLbv7g0jJNJQ6dO9anlm2qlYGuEzsnJRBjqZnfukROAkJV5ghKR3bipU7RUJRzMis1E8kiREeoyFxNOUoJNKdZhvN4IlWBjCIhD5cwUz93TFFoZST0NeVIVIjuZhLxf9yTqKCC3dKeZwowvH8oSBhUEUwtQcOqCBYsYkmCAuq/wrxCAmElTaxpE2wF1deJp1a1a5X67dn5cZVbkcRHIFjUAE2OAcNcAOaoA0weATP4BW8GU/Gi/FufMxLC0becwj+wPj8AYFOmlo=</latexit>

c(x) = [c1(x) c2(x) . . . cs(x)]
T

<latexit sha1_base64="k3wtaz+WWfdhxPe9QUUcrxXTvTw=">AAACEXicbVDLTgIxFO3gC/E16tJNIzHBDZkhBt2YEN24xIRXAuOkUy7Q0OlM2o6REH7Bjb/ixoXGuHXnzr+xDCwUPEnTc899tPcEMWdKO863lVlZXVvfyG7mtrZ3dvfs/YOGihJJoU4jHslWQBRwJqCumebQiiWQMODQDIbX03zzHqRikajpUQxeSPqC9Rgl2ki+XYDCwym+xG3wXcM6GPxSene6kVbTUJrQu6v5dt4pOinwMnHnJI/mqPr2lxlBkxCEppwo1XadWHtjIjWjHCa5TqIgJnRI+tA2VJAQlDdON5rgE6N0cS+S5giNU/V3x5iESo3CwFSGRA/UYm4q/pdrJ7p34Y2ZiBMNgs4e6iUc6whP7cFdJoFqPjKEUMnMXzEdEEmoNibmjAnu4srLpFEquuVi+fYsX7ma25FFR+gYFZCLzlEF3aAqqiOKHtEzekVv1pP1Yr1bH7PSjDXvOUR/YH3+AIyummE=</latexit>

e(x) = [e1(x) e2(x) . . . er(x)]
T

<latexit sha1_base64="sDv5WIFxIRu0LmNviICs7zlngsA=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ34WetX1aOXYBE8lV2R6rHoxWMF+wHtUrJpto3NJkuSFcvS/+DFgyJe/T/e/Dem7R609cHA470ZZuaFieDGet43WlldW9/YLGwVt3d29/ZLB4dNo1JNWYMqoXQ7JIYJLlnDcitYO9GMxKFgrXB0M/Vbj0wbruS9HScsiMlA8ohTYp3UfOpyidu9UtmreDPgZeLnpAw56r3SV7evaBozaakgxnR8L7FBRrTlVLBJsZsalhA6IgPWcVSSmJkgm107wadO6eNIaVfS4pn6eyIjsTHjOHSdMbFDs+hNxf+8TmqjqyDjMkktk3S+KEoFtgpPX8d9rhm1YuwIoZq7WzEdEk2odQEVXQj+4svLpHle8auV6t1FuXadx1GAYziBM/DhEmpwC3VoAIUHeIZXeEMKvaB39DFvXUH5zBH8Afr8AS+6juQ=</latexit>

x 2 X

<latexit sha1_base64="R1k0tBGpOdJ3YMUSHON73cUb6To=">AAAB+3icbVDLSsNAFL3xWesr1qWbwSK4KolIdVl047KKfUBTy2Q6aYdOJmFmIpaQX3HjQhG3/og7/8ZJm4W2Hhg4nHMv98zxY86Udpxva2V1bX1js7RV3t7Z3du3DyptFSWS0BaJeCS7PlaUM0FbmmlOu7GkOPQ57fiT69zvPFKpWCTu9TSm/RCPBAsYwdpIA7vihYnHhBdiPfaD9C57kAO76tScGdAycQtShQLNgf3lDSOShFRowrFSPdeJdT/FUjPCaVb2EkVjTCZ4RHuGChxS1U9n2TN0YpQhCiJpntBopv7eSHGo1DT0zWSeUS16ufif10t0cNlPmYgTTQWZHwoSjnSE8iLQkElKNJ8agolkJisiYywx0aausinBXfzyMmmf1dx6rX57Xm1cFXWU4AiO4RRcuIAG3EATWkDgCZ7hFd6szHqx3q2P+eiKVewcwh9Ynz+BzpTD</latexit>

µ 2 Rr
<latexit sha1_base64="VCb/NP+Wvio09YtySMHLawrf/Pc=">AAAB/3icbVDLSsNAFL2pr1pfUcGNm2ARXJVEpLosunFZxT6giWUymbRDJ5MwMxFK7MJfceNCEbf+hjv/xkmbhbYeGDicey73zPETRqWy7W+jtLS8srpWXq9sbG5t75i7e20ZpwKTFo5ZLLo+koRRTlqKKka6iSAo8hnp+KOrfN55IELSmN+pcUK8CA04DSlGSkt988Bl2hwgl3I3Qmroh9nt5F72zapds6ewFolTkCoUaPbNLzeIcRoRrjBDUvYcO1FehoSimJFJxU0lSRAeoQHpacpRRKSXTfNPrGOtBFYYC/24sqbq740MRVKOI18784xyfpaL/816qQovvIzyJFWE49mhMGWWiq28DCuggmDFxpogLKjOauEhEggrXVlFl+DMf3mRtE9rTr1WvzmrNi6LOspwCEdwAg6cQwOuoQktwPAIz/AKb8aT8WK8Gx8za8kodvbhD4zPH3oelms=</latexit>

� 2 Rs
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Fonction duale

Problème dual

Résultats

<latexit sha1_base64="s1pq5zlCIZjzxYMCd1yGKewlZFo=">AAACGXicbVBNS8MwGE79nPOr6tFLcAgTxmhFphdh6MWDhwnuA9ZS0izdwtK0JqlslP0NL/4VLx4U8agn/43ZVkE3Xwh5eD5I3sePGZXKsr6MhcWl5ZXV3Fp+fWNza9vc2W3IKBGY1HHEItHykSSMclJXVDHSigVBoc9I0+9fjvXmPRGSRvxWDWPihqjLaUAxUpryTOuu6IRJyWE60kFH8Bw6lAdeOtAXbI2ui4MSHBvgj8MzC1bZmgycB3YGCiCbmmd+OJ0IJyHhCjMkZdu2YuWmSCiKGRnlnUSSGOE+6pK2hhyFRLrpZLMRPNRMBwaR0IcrOGF/J1IUSjkMfe0MkerJWW1M/qe1ExWcuSnlcaIIx9OHgoRBFcFxTbBDBcGKDTVAWFD9V4h7SCCsdJl5XYI9u/I8aByX7Uq5cnNSqF5kdeTAPjgARWCDU1AFV6AG6gCDB/AEXsCr8Wg8G2/G+9S6YGSZPfBnjM9vcOWetw==</latexit>

q(µ,�) = inf
x2X

L(x, µ,�)

<latexit sha1_base64="YlR3HNb8Jg1XP8BopANyL3xcy6Q="></latexit>

max
(µ,�)2D

q(µ,�) sous les contraintes �i � 0, i = 1..s

<latexit sha1_base64="V/x+xFKaOAtRMV2SUG4b18FN5B0="></latexit>

D = {µ,� | q(µ,�) > �1}Domaine

<latexit sha1_base64="6meC+gxLABBJVM8IONE6ZD85iIU="></latexit>

D est convexe et q est concave sur D

<latexit sha1_base64="QWuS+gH6XOP731gBNaElP1bVaek="></latexit>

q⇤ = sup
µ2Rr, �2Rs,�i�0, i=1..s

q(µ,�)

<latexit sha1_base64="PIa7rMGYj8KXRXgxkdTMjTdSMJg=">AAAB8nicbVBNSwMxEM36WetX1aOXYBGkh7IrUj0WvXisYD9guy3ZdLYNzSbbJCuU0p/hxYMiXv013vw3pu0etPXBwOO9GWbmhQln2rjut7O2vrG5tZ3bye/u7R8cFo6OG1qmikKdSi5VKyQaOBNQN8xwaCUKSBxyaIbDu5nffAKlmRSPZpxAEJO+YBGjxFjJH3VKbQ4jHHVK3ULRLbtz4FXiZaSIMtS6ha92T9I0BmEoJ1r7npuYYEKUYZTDNN9ONSSEDkkffEsFiUEHk/nJU3xulR6OpLIlDJ6rvycmJNZ6HIe2MyZmoJe9mfif56cmugkmTCSpAUEXi6KUYyPx7H/cYwqo4WNLCFXM3orpgChCjU0pb0Pwll9eJY3LslcpVx6uitXbLI4cOkVn6AJ56BpV0T2qoTqiSKJn9IreHOO8OO/Ox6J1zclmTtAfOJ8/PwWQmA==</latexit>

q⇤  f⇤ (dualité faible)

avec


