Optimisation
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Optimisation

f:D=dom(f) CR" =+ R
m;nf(:z;)‘?

e Minimisation d’une fonction sur un domaine
e Domaine “ouvert” ou non ?
e Domaine et fonction convexes ?

e Fonction lisse ou non ?
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Optimisation

Optimisation lisse sans contraintes
Optimisation lisse avec contraintes

. Algorithmes d’optimisation

. Analyse convexe et dualité Lagrangienne

Ouverture vers 'optimisation non-lisse
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Définitions
f:D=dom(f) CR" — R

min f(x) ?

I

x* est un minimum global de f ssi pour tout x € dom(f), f(z*) < f(x)

r* est un minimum local de f ssi il existe un ensemble ouvert U C dom(f)
contenant x* tel que pour tout = € U, f(x*) < f(x)
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Notions de base de
topologie

Dans R", La boule fermée Bf(x,¢€), centrée sur x et de rayon e associée a la
norme Euclidienne est ’ensemble des points y de R" tels que ||z — yl||2 < €

Dans R", La boule ouverte B,(z,¢), centrée sur x et de rayon € associée a
la norme Euclidienne est ’ensemble des points y de R" tels que ||z — y||2 < €

U est un ouvert de R" ssi U C R" et pour tout z dans U, il existe ¢ > 0,
tel que By(x,e) C U.

U est un fermé de R" ssi son complément dans R" est un ouvert de R"
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Jacobienne, gradient

f:UcCR"— R™, de classe C!

Dérivée partielle f C TS (fl (33)7 f2 (33)7 e fm (x))

8]‘} : (CLl, o 70%) s lim fz-(al, ceey5—1,0Q4 + h, Qj41y-- .an) — f,,;(al, ceeyQgy .. ,CLn)
(9a:j h—0 h
Matrice Jacobienne (transposée du gradient si m=1) - df o afi |
 Vf Oz oz,
of of ,
J=|- v — | = . =] : . .
Oz, oz, - . : ;
- VT .f"l - afm i afn)
dx oz,
“Chain rule” ) ! )

Jrog(a) = Jr(g(a))Jy(a)
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(z*) =0
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Vi = H(f) -

f:UCR"—R

0% f

2
8:61

0% f

83328331

0% f

3513na$1

Hesslenne

0% f

8:c1 8332

0% f

2
Oxs

0% f

0% f

8331 6:13n

0% f

8azn8x2
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(xz*) =0

At(x) = x13 (convex) b () = - 1xi3

|

x*=0

ﬁo

Conditions nécessaires, second ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U C R”
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V2 f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R" contenant z, si Vf(z*) = 0 et si

V2 f(x*) est définie positive, alors z* est un minimum local.
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Existence de minimum

Théoreme de Weierstrass

Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné de R", alors
f admet un minimum global.

Théoreme

Si f est définie et continue sur R" et coercive (i.e. f(xr) — 400 when
||| — +o00, alors f admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de

R™.

Théoreme

Si f est convexe et minorée, alors f admet un minimum global.
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Optimisation

Optimisation lisse avec contraintes
. Analyse convexe et dualité Lagrangienne
Ouverture vers I'optimisation non-lisse

. Algorithmes d’optimisation
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Optimisation sous
contraintes

Probleme :

Pour U C R", un ensemble ouvert

ci()

trouver ]gélg]l f(x) subject to { ()

=0, 2€€&
<0, 2€Z

x* est une solution locale du probleme ssi x* € () et il existe un ensemble
ouvert V' C U contenant x* tel que pour tout z € VN Q, f(z*) < f(x)

avecl

(M ={x €U | pour tout 7 € &€, c;(x) =0, pour tout 7 € Z, cj(x) <0}

I’ensemble admissible pour ce probleme
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’égalité

T2+ x5 =2

Condition nécessaire
d’optimalité

Vf(x™) =A]Ver (x™).

™

VCI

.
.
.

X

Vcl p

vf

vf
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’inégalité

T3 4+ x5 < 2

Condition nécessaire

d’optimalité
Vix®) = =A1Ve (x7)
\E >0

Aici(x™) = 0. -



Cas géneéral : KKT conditions

Soit U C Rd un ensemble ouvert

Soit f, (e;)E, et (¢;)iL, des fonctions de [ vers R de classe C'.

on dit que le point z* € U vérifie les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
pour le probleme :

e;(r) =0, 1€f&
min f(x) tel que

velU ci(r) <0, 1€

si et seulement si il existe A € R™F et A7 € R"!, tels que :
1. Vo L(xz*, N5, A5) =0, ot L(x, g, A1) = f(z) + D75 Agaei(x) + D7 Arci(x)
2. e;(z*) =0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ng}
3. ¢i(x*) < 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}
4. A\r; > 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}

5. Arici(x*) =0 pour tout ¢ dans {1,2,...,nr}

53



Condition nécessaire
d’optimalité: cas géneéral

Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification (MFCQ)

Les gradients des contraintes d’égalité sont linéairement indépendants aux
point x* et il existe un vecteur d € R"™ tel que Ve;(z*)1'd < 0 pour toutes les
contraintes d’inégalité actives en z* et tel que Ve; (z*)T'd = 0 pour toutes les
contraintes d’égalité.

Théoreme : Si xz* est une solution locale et que la qualification des contraintes
de Mangasarian-Fromovitz est respectée en z* alors les conditions KKT sont
vérifiées en x*.
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Autres exemples de
qualifications des contraintes

Theorem 1 Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéaires. Si les fonc-
tions e; et c; sont affines pour ¢ = 1...ng et j = 1...ny alors les conditions KKT sont des

conditions nécessaires de solution locale pour le probleme considéré.

Theorem 2 Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéairement indépen-
dantes.

Si au point x € R? la matrice formée par les gradients des contraintes d’éqalité et des
contraintes d’inégalité actives est de rang plein (c’est a dire que les ng vecteurs gradients pour
les contraintes d’égalité—qui doivent toujours toutes étre actives—et les vecteurs gradients pour
les contraintes d’inégalité actives en x——c’est a dire telles que c;(x) = 0—sont linéairement indé-
pendants), alors les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale en x pour

le probleme considéré.

Theorem 3 Conditions nécessaires de solution locale pour un probléme convexe.

Si f est conveze, c; est convexe pour tout ¢ in 1...n1 et e; est affine pour tout j in1...ng
et si la condition de Slater est vérifiée, c’est a dire s’il existe x € R tel que ej(z) = 0 pour tout
jinl...ng et c;(x) < 0 pour tout i in 1...ny, alors les conditions KKT sont des conditions

nécessaires de solution locale pour le probleme considéré.
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