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Convexitée

L’ensemble X est convexe ssi pour tout z, y dans X, le segment [z,y] :=
{tr + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout ¢t € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

Si I'inégalité est stricte pour t €]0, 1|, la fonction est dite strictement convexe.
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Convexitée

Reconnaitre une fonction convexe
- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur I'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur I'intérieur de X, f
est strictement convexe. (X = domf)
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(xz*) =0

At(x) = x13 (convex) b () = - 1xi3

|

x*=0

ﬁo

Conditions nécessaires, second ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U C R”
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V2 f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R" contenant z, si Vf(z*) = 0 et si

V2 f(x*) est définie positive, alors z* est un minimum local.
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Existence et unicité du
minimum

Si f est convexe et minorée, alors f admet un minimum global.

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(z*) = 0 est équivaut a =* est un minimum global de f

Ia



Dualite

Probleme considéreé

: : (67;(23‘) — O, 1= 1l..r
xEI)I(HCan f(x) sous les contraintes <\c@-(x) <0 i=1.s
f A = R e; . X —- R
reN C; X —- R
seN

A={reX|el(r)=0,ci(xr) <0, t=1..r, j =1.5}
f* = inf f(z)
Hypothéses : () # @

ff>—o0

/2



Dualite

Lagrangien associé au probleme

L(x, 1, A) = f(x) + p'e(x) + X ()

r e X
c(z) = [ci(x) ca(x) ... cs(x)]*

e(z) = [e1(x) ea(z) ... ep(2)]F
uweR
A€ R’
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Dualite

Fonction duale (1, \) = inﬁ( L(x, p, \)
xTE

Domaine D = {,u, A | q(,u, )\) > —OO}

Probleme dual

max ¢q(u, A) sous les contraintes A\; > 0, i = 1..s
(1,A\)ED

Résultats
D est convexe et g est concave sur D

g < f" (dualité faible)

avec (" = sup q(p, A)
HERT, AERS \;>0, i=1..s
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Dualite

Dualité et convexité
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Dualite

Dualité forte, convexité et qualification des contraintes

Théoreme 1:

Si X est polyhédral, si f est convexe et si les contraintes e; et ¢; sont affines,
alors il n’y a pas d’écart dual: ¢ = f*

(Un ensemble polyhédral est un ensemble qui peut étre obtenu comme 'intersection
d’un ensemble fini de demi-espaces fermés)

Théoreme 2 :

Slater’s condition. Si X est convexe, si f est convexe, si les contraintes c;
sont convexes, si les contraintes e; sont affines et s’il existe un point xy dans
'intérieur relatif de X tel que ¢;(xzg) < 0 et ej(xg) =0pouri=1.set j=1..r,
alors il n’y a pas d’écart dual: ¢* = f*

(L’intérieur d’'un ensemble et cet ensemble privé de sa frontiere. L’intérieur
relatif d’un ensemble S est 'intérieur de cette ensemble au sein de son enveloppe
affine, c’est a dire au sein du plus petit espace affine contenant S.)
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Dualite

Retrouver la solution du primal a partir de la solution du dual en cas de dualité forte

En cas de dualité forte (¢* = f*), les conditions :

o x* c X ete(z*)=0et cj(x*) <0 (faisabilité primale)
e \* > 0 (faisabilité duale)

o r* = argmingcx L(x, u*, \*) (optimalité Lagrangienne)
o uici(z*) =0, j = 1..s (complémentarité)

sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que x* soit une solution opti-
male du probleme primal et (u*, A*) une solution optimale du probleme dual.
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Un mot sur I’'optimisation non lisse

Convexe Non-convexe

Domaine de recherche ouvert

fz)4

: Cas particulier utile en
X TE apprentissage automatique :

/ 0

Condition nécessaire de minimum local pour la

Sous-gradient (subgradient) 0f(xo) somme d’une fonction lisse (pas forcément con-
vere) et d’une fonction convexe (pas forcément
lisse) :

Condition nécessaire de minimum local pour Soit f: R?Y — R de classe C! et g : R = R

une fonction conveze (pas forcément lisse) : une function convexe. Si z* est un minimum local

Soit f : R* — R une function convexe. Si z* de f + g, alors :

est un minimum local de f, alors : 0 € 9f(x*)

0 Vf(x*)+0g(z™) ={V[f(z")+x | x € 0g(x™)}.

Version KKT disponible pour le cas
convexe non-lisse sous contraintes
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Descente de gradient

Pas fixe

Input: g € R”, f : R™ — R de classe C', pas fixe v > 0.

[teration: xp11 =z — YV f(xk)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Set of Acceptable
Stepslzes Unsuccessful Stepsize
Triats

Stepsize ok = s

\

f(x® + oed) - f(xK)

— o o o -
_—-—-‘

oo Vi(xK)'dK

o VH{xK)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

Convergence

Soit (xx) la suite des points générés par I'algorithme de descente de gradient
avec pas choisi par la regle d’Armijo. Alors, tout point limite (i.e. valeur
d’adhérence) de (x1) est un point stationnaire.

De plus, si x* est le seul point stationnaire de f dans un ensemble ouvert, il
existe un ensemble ouvert S contenant x* tel que si il existe kg tel que z, € 5,
alors xp € S pour tout k > kg et xp, — =*.

Vitesse de convergence ?
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

X2
Feasible
directions at x

1

el Constraint set X
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt

89



Presence de contraintes:
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‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection




Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt
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