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Feuille d’exercices numéro 3

Année 2024-25 Algebre linéaire.

1 Concepts fondamentaux en algebre linéaire

Exercice 1 Fonction linéaire. (%)
On considére la fonction
R? — R?
Ty — r+yT—y

Montrez que f est linéaire.

Exercice 2 Espaces vectoriels fonctionnels. (%)

1. Proposez une notion d’addition et de produit scalaire naturelle sur 1’espace C([a,b], R)

des fonctions continue d’un segment [a,b] de R vers R

2. Prouvez que les notions d’addition et de produit scalaire proposées munissent bien de

C°([a,b], R) d’une structure d’espace vectoriel.

3. On considere la fonction e, qui évalue une fonction continue en un point x € R :

C%(a,0,R) — R
f = f(x)

€y "

Prouvez que e, est linéaire.

Exercice 3 Notions élémentaires. (x)

1. Décrivez en language naturel I’espace vectoriel engendré par les vecteurs (1, 1,0) et (3,3,0)

de R3.
2. Quelle est la dimension de cet espace 7
3. Les vecteurs (3,2) et (6,4) de R? sont-ils linéairement indépendants ?
4. Qu’en est-il des vecteurs (3,2,1) et (6,4,0) de R3?

5. On considere les vecteurs de R? e; = (1,0,0), es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). La famille

(e1,e9,€e3) est-elle libre ?



6. Est-ce que (e, ez, e3) est une base de R3?
7. Est-ce que de R? est de dimension finie ? Si oui, quelle est sa dimension ?

8. Démontrer par 'absurde le théoréme sur la dimension d’un espace vectoriel vu en cours.

Exercice 4 Représentation matricielle des applications linéaires. (x)
1. Donnez la matrice de Papplication f : z,y — y, 3z + y dans la base canonique de R2.
2. Utilisez cette matrice pour trouver f(6,17).
3. A laide d’un produit matriciel, obtenez la matrice de la composée de f avec g : x,y — z+y.

4. Méme question pour la composée de f avec hy : x — = +y.

Exercice 5 Changement de systéme de coordonnées. (x)

1. Montrer que B = (3e; — 2e3,e1 + e3) forme une base de R2.

Solution : R? est un (R-)espace vectoriel de dimension 2 et B est une famille de 2
éléments de R2, il suffit donc de montrer que B est une famille libre, c’est & dire que

pour tout (A1, A2) € R? :

/\1(361—262)+)\2(€1+62):0:>/\1=>\2:0

Soient A1, Ao deux nombres réels. On a :

)\1 (361 — 262) + )\2 (61 + 62) =0 (3)\1 + )\2) er + ()\2 — 2)\1) €y = 0 (1)
3\ +X2=0
& (2)
Ay =22 =0
Ay = —3A
- 2 1 (3)
—5\1 =0
= /\1 = /\2 = 0, (4)

ot en () on a utilisé les propriétés élémentaires des opérations sur un espace vectoriel,
en (B) on a utilisé le fait que (e;, e2), la base canonique de R?, est une base et en (3)
et (@) on a effectué des manipulations élémentaires sur un systéme d’équations dont les

inconnues sont des nombres réels.




2. Trouver la matrice de changement de base P telle que si v = vie; + vqes, alors P

U1

U2
donne les coordonnées de v dans la base B.
Solution : Notons a; := 3e; — 2e3 et as := e1 + e5. Comme nous ’avons montré
en cours, la matrice de changement de base P = (p; ;j)i1<i<2,1<j<2 retournant les co-
ordonnées d'un vecteur dans la base (a1, as) quand on l'applique aux coordonnées de
P11 P12 .
ce vecteur dans la base (eq, ez) est telle que et sont respectivement les
P21 P22
coordonnées de e; et de ey dans la base (a1, as).
Or:
a1 = 3e1 — 2ey a1 + 2a9 = 5eq
=
ax = e+ e az = e +e2
1
e1 = 7 (a1 + 2a2)
& ’ (5)
€2 = G2 — % (a1 + 2a3)
e1 = (a1 + 2az)
=
€9 = % [—a1 + 3a2]
Donc :
1(1 -1
P - 5
2 3
3. Calculer les coordonnées de v = —eq + e dans la base B.
-1
Solution : Les coordonnées de v dans la base canonique sont , donc ses coor-
1
-1 —2/5
données dans la base B sont P =
1 1/5

Exercice 6 Représentation matricielles d’opérations linéaires sur les polynomes. (**)

On considere :

;. R, [X] - R;[X]
P:a0+a1X—|—a2X2 — f(P):(a2+a0)X3+a1X2—|—ao

et les bases canoniques V = (1, X, X?) de Ra[X] et W = (1, X, X2, X3) de R3[X].

1. Montrez que f est linéaire.




2. Donnez la matrice M (f, V,W).

3. A T'aide de cette matrice, évaluez f(X? —3X +1)

Exercice 7 Différentes visions des opérations matricielles. (x)

1. Ecrire le produit :

4
3 6 2

11,
2 1 3

1

(a) comme une combinaison linéaire des colonnes de la matrice de gauche;

(b) comme une matrice contenant deux produits scalaires.

2. Ecrire le produit matriciel :

4 5
3 6 2

1 29,
2 1 3

1 -1

comme deux produits matrice-vecteur ;
comme deux produits vecteur-matrice ;
comme une somme de 3 matrices de rang 1;

comme une matrice contenant quatre produits scalaires.



Solution :

1. (a)
4
3 6 2 3 6 2
11 =4 + +
2 1 3 2 1 3
1
(b)
4
3 6 2 ale
1] = )
2 1 3 ble
1

T T T
0i1:a:(3 6 2) ,b:<2 1 3> etc:<4 1 1).

2. Notons C le produit matriciel considéré dans cette question.

(a) Ona:

3 6 2 r r
ou: A:= , b= (4 1 1) et ¢c:= (5 2 _1) .
2 1 3

(b) On a aussi :

4 1 1
ou: A:= ,b::<3 6 2)etc:=(2 1 3).
5 2 -1




Solution :

2. (¢) On a également :

(d) Et finalement :

T T T T
oﬁ:a::(s 6 2) ,b:=<2 1 3) ,c:=<4 1 1) etd:=<5 2 —1).

Exercice 8 Matrix product with diagonal matrix. (%)

Ty
On note diag(x1,x2,...,x,) la matrice with all the off-diagonal coefficients
In
equal to zero.
1. Express the matrix product Adiag(z1,xs,...,2,) in terms of the columns of A and the

diagonal coefficients x1,xo,...,Ty.

Solution : We can write a general matrix product AX in terms of the columns

of X = c1 c2 ... ¢y as AX = [Acy Aca ... Acy]. Furthermore, we can write a
general matrix vector product Av in terms of the columns of A = [a; az ... ay] as
Av = via; + veag + -+ + vya,. For X = diag(zq,ze,...,2z,), we thus have Ac; =

ci;a1 +cga2 -+ cpan=0+04+---4+0+ 2,2+ 0+ - + 0= 2;a; and therefore

Adiag(z1,x2,...,Tn) = [T181 T2a2 ... T,ap)
2. Express the matrix product diag(x1, 2, . .., ,)B in terms of the lines of B and the diagonal
coefficients x1, s, ..., T,.
Solution : Let us write B in terms of its rows as B = [by; by ... by|?. Then

diag(z1,z2,...,2,)B = ((diag(z1, zo,...,2,)B)")T = (BTdiag(zy, 20, ...,2,)")T =

(BTdiag(z1, 2, ...,2,))T. From the previous question, we then deduce

diag(x1,xa,...,2,)B = [x1by 22ba ... z,by]"

Exercice 9 Matrices nilpotentes. (xx)



Soit N une matrice nilpotente de taille n par n (c’est a dire qu’il existe un entier p strictement
positif, tel que N? = 0). On définit ¢ := inf{r | N" = 0,7 € N,r > 0} I'indice de nilpotence de N.
1. Montrer que ¢ < n. Indice : par un raisonnement par ’absurde, montrer qu’il existe une

matrice colonne xg telle que (xq, Nxg, N2z, ..., N9 1xq) est une famille libre et conclure.

Solution :
Supposons que pour toute matrice colonne xq¢ de taille n, (x¢, Nxg, N2z, ..., N9~ txg)
soit une famille liée. Soit zo € R™. Tl existe alors (a;)?—, # 0 (ot 0 représente un vecteur

de n zéros), tel que :
qg—1
Z OéiNzwo =0.
i=0

Notons ¢g =min{i | 0 <i < ¢g—1, a; # 0}. On a donc :
qg—1 g—1
Z O[iNll’() = ZO@N’LZO = 0,
i=io i=0

avec oy, # 0.

En multipliant & gauche par N9~1=%_ on obtient :

qg—1
Z OziNH_q_l_zol‘Q = Nq_l_ZUO =0.

i=ig
Par définition de ¢, pour tout k > ¢, N¥xo = 0z9 = 0. On en déduit que :
q—1

E OéiNH—q_l_ZO.’l?o = OéiONq_l.’Eo =0.

i=ig

Solution : (continuée)
Et comme «;, # 0, on obtient

qulxo =0.

On a donc obtenu pour tout xg,

N1tz =0.

On en déduit que N9! = 0, ce qui est une contradiction avec la définition de q.
Il existe donc une matrice colonne zq telle que (xg, Nxzg, N2xg,..., N9 1zg) est une

famille libre de ¢ vecteurs de R™. R™ étant un espace vectoriel de dimension n, on a

q<n.

2. Soit A et B deux matrices de taille n par n qui commutent (c’est a dire qu'on a AB = BA)



et soit k£ un entier supérieur ou égal a 2. Démontrer 'identité remarquable :

k—1
AF — B¥ = (A - B) (Z A’“liBZ) .
=0

Solution :  On peut le montrer par exemple par récurrence.

— Cas de base. Pour k =2, on a :

2—1
(A— B) (Z A2—1—1'Bi> =(A-B)(A+ B)
=0
= A2 - BA+ AB — B?
=A%2_— AB+ AB - B?

= A® - B~
— Propagation. Supposons que :
k—1 o
AF — B¥ = (A-B) <Z Ak—l—ly) .
i=0

On a que : A(A¥ — BF) 4 (AF — B*)B = AF1 — AB* + A*B — BF+L.

Par conséquent : A¥T1 — BF+1 = A(AF — B¥) 4 (A* — B¥)B + AB* — A*B.




Solution :  (continuée)
En utilisant I’hypotheése de récurrence et la commutativité de A et B, qui implique celle

de A et BJ pour tous entiers naturels i et j, on en déduit que :

J

k—1 k—1
AR _ BFL — A(A - B) (Z Ak—l—i3i> + (A - B) (Z Ak—l—i3i> B+ AB* — A*]

i=0 =0

(Z (Ak-l—l—iBi _Ak—l—’iBH-Q)) +ABk _ AkB

T

1
(Ak+1—iBi_Ak—iBi+1 +Ak—iBi+l _Ak—l—iBi+2)> —‘y—ABk _ AFB

> s
- O

%

{
<

0

k—1 k—1

ZAk—iBi +ABk _ B <Z Ak:—l—iBi+1> _AkB
1=0

ENER

A

-1
=0

|

k
Ak—iBi> +AB* - B (Z Ak—iBi> — A*B
1=1
k
=A (Z Ak—iBi> - B (Z A’“—iBi>
=0 =0
k
=(A-B) (Z Ak—iBi> :
1=0

3. A Daide d’un choix judicieux de A, B et k, montrer que I — N est inversible et donner son

inverse.

Solution : En prenant A:=1, B:= N et k:= ¢q, A et B commutent car IN = N =

N1, et on obtient donc que :

=0
D’ou :
qg—1
I=(I-N) (ZN)
i=0
De plus :




Solution :  (continuée)

Au final :

I=(—-N) (izv) = <QZ_:N) (I —N),
=0 =0

et I — N est donc inversible, d’inverse (Zf;ol Ni).

4. Soit a un nombre réel. Montrer 1'inversibilité et calculer I'inverse de la matrice de taille n

par n :
1 —a O 0
0
M, = 0
—a
0 0 1

Solution :

Sia=0, M, =1 et M, est donc inversible d’inverse I. Considérons maintenant le cas
a # 0.

Ona M, =1= N, ou

0 a 0 0
0
N, = 0
a
O ... ... 0 O

Calculons les puissances N; de N, pour r entier positif et montrons que N, est nilpotente.
On peut décrire N, de maniére équivalente comme la matrice (n,; ;) avec pour tout
1<i<n, 1<j<n,ng;; =adi+1,5, ol pour tous entiers s, ¢, ds; = 1 si et seulement
si s =tet dg =0 sinon.

En utilisant cette caractérisation et la formule terme a terme pour le produit matri-
ciel (¢;j = Y @irbr; pour un produit matriciel C = AB), on montre facilement par

récurrence que pour tout entier positif r, NI = (n,4,5.;) avec Ny g i = a” iyr ;.

On en déduit que N, est nilpotente d’ordre n.

10



Solution :  (continuée)
En appliquant le résultat de la question précédente, on obtient finalement que M, est

inversible d’inverse :
n—1
-1 _ i
M, = E N,
i=0

c’est a dire que :

1 a da? an!
0
M;t=: e g2
a
0 0 1
2 Algebre linéaire : orthogonalité
Exercice 10 Produit scalaire usuel dans R™. (%)
Prouvez que la fonction
R"xR" =R
T,y D Ty
définit un produit scalaire sur R".
Exercice 11 Matrices orthogonales. (*)
Soit (v1,v2,...,v,) € (RY)™ les coordonnées de n vecteurs de dimensions d dans la base

canonique de R%.

1. On suppose que ces vecteurs sont deux a deux orthogonaux, calculez les produits matriciels
[v1 Vo ... vp][vr ve . )T et [ur va ... 0] v v2 ... v,], Ol on a considéré les v; comme
des matrices colonnes.

2. Méme question, si on suppose a présent que les vecteurs sont deux a deux orthonormaux.

3. On suppose a présent que les vecteurs sont deux a deux orthonormaux et que n = d.

Montrez que la matrice [v; ve ... v,] est inversible et donnez son inverse.

Exercice 12 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et décomposition QR. ()
On consideére le vecteur de v; de R? dont la décomposition dans la base canonique est (3,1)

et le vecteur vo de R? dont la décomposition dans la base canonique est (2,2).

1. Appliquer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la famille (v, v2).

11



2. En déduire une décomposition de la matrice

commme un produit d’une matrice orthogonale et d’une matrice triangulaire supérieure.

Exercice 13 Validité du processus de Gram-Schmidt. (%)
Etant donnés un espace vectoriel E et un produit scalaire (.|.) quelconques (possiblement en
dimension infinie), prouvez par récurrence que la famille de vecteurs produite par le processus de

Gram-Schmidt est orthonormale.

Exercice 14 Polynémes orthogonaux. (% % %)
On considére ’ensemble R[X] des polynémes a coefficients réels. Pour rappel, pour tout P €

R[X], il existe un entier positif d et des nombres réels ag, a1, ..., aq, tels que

d
P= Z a; X’
=0

1. Définir des notions naturelles d’addition et de multiplication par un scalaire pour les poly-
noémes et montrer que ces opérations permettent de munir R[X] d’une structure d’espace

vectoriel.

12



Solution : Nous définissons une opération d’addition

R[X] x R[X] — RI[X]
PQ — P+Q

+

sur R[X] en prenant pour tout P = Z?;l a; et Q = Z?il b; :

max(dl,d2)
P+Q= ) (a+b)X",
i=0
olt @; = a; sii <dj et 0sinon et b; =b; sii<dset0 sinon.

Pour la multiplication par un scalaire :

R x RX] — R[X]

a, P — aP

sur R[X] nous prenons pour tout & € R et P = Zf;l a; :

Les propriétés élémentaires de ’addition et de la multiplication sur R permettent de
vérifier I'associativité, la commutativité, I'existence d’un élément neutre et d’inverses
pour + sur R[X], ainsi que la compatibilité de . avec la multiplication sur R, la présence
d’un élement neutre pour . et la distributivité de . par rapport a I’addition sur R et sur

R[X].

On en conclut que (R[X],+,.) est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que :
R[X]xR[X] — R

(]
P,Q = [ P(z)Q(x)dx

définit un produit scalaire sur R[X].
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Solution : Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel est une forme bilinéaire
symmétrique définie positive.

Avant tout, remarquons que les fonctions polynoémiales d’une variable réelle sont conti-
nues sur [0,1] intervalle compact de R, il n’y donc pas de probléemes de définition de
I'intégrale ci-dessus.

En appliquant notre définition d’addition sur R[X] et la linéarité de I'intégration, on
obtient que (. | .) est une forme bilinéaire. Elle est symmétrique par commutativité de
la multiplication sur R. Elle est positive car pour tout P € R[X], (P | P) = fol P?(z)dx
et l'intégrale d’une fonction positive est toujours positive. Elle est définie car : 1) les
fonctions polynomiales sont continues sur ]0, 1], intervalle ouvert non vide, 2) I'intégrale
d’une fonction continue et positive sur un intervalle ouvert non vide ne peut étre égale
a zéro que si la fonction est égale a zéro sur cet intervalle 3) la fonction polynomiale
associé a un polyndéme ne peut étre égale a zéro sur un intervalle ouvert non vide que si

tous les coefficients du polynoéme sont égaux a zéro.

3. Montrer qu’il existe une unique base (Py, Py, ...) de R[X], orthonormale pour (. | .) et telle
que pour tout entier positif n, le degré de P, est n et le coefficient d’ordre n de P, est
strictement positif. Indice : adapter le processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

décrit en cours a ce cas de figure.

Solution :
La décomposition canonique des polyndmes comme combinaison linéaire de
(1, X, X2,...) établit que B := (X?)]=5 est une base de R[X]. On applique le procédé

d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & cette base en définissant par récurrence :

Py=1,
B n—1
Py =X"-Y (X" |P)P;,
§j=0
et enfin :
P,
Pn = — —>
(P | Pn)

pour tout entier strictement positif n.

14



Solution :  (continuée)

La preuve par récurrence que la famille P := (P;)£% résultante est est une base ortho-

normale de R[X] est identique au cas vu en cours. Une récurrence immédiate établit que

pour tout entier positif n, P, et P, sont de degré n, que le coefficient dominant de P,

1
N

Il reste a prouver 'unicité d’une base possédant ces propriétés. Supposons qu’on ait

est 1 et que le coefficient dominant de P est

trouvé une base Q := (Q;):L% avec les mémes propriétés qui soit différente de P. Notons
k le plus petit indice tel que Py # Q. Par hypothese, le degré de Qy est k, on peut
donc écrire Q) = Zfzo(Qk | P,)P;. Pour tout entier ¢, 0 < i < k, on a que Q; = P,
et donc (Qx | P;) = (Qk | Qi) = 0 par orthonormalité de Q. Donc Qx = (Qx | Px)P-
On en déduit que ||Qk| = [(Qk | Px)?*||Pxl|. Comme Q et P sont orthonormale, on a
|Qkll = [|Pxll = 1. ON en déduit que |(Qx | Px)|?> = 1 et donc que (Qx | Pr) est égal
a —1 ou 1. Or (Qg | Px) est le coefficient dominant de @}, et est donc par hypothése

positif. On en conclut que (Q | Pr) = 1 et donc que Qr = Py, ce qui contredit notre

hypothese que Q # P.

4. Quelle est la dimension de R[X]?

Solution :  Les bases de R[X] que nous avons trouvé contiennent un nombre d’élément
infini (plus précisémment, un infini dénombrable). R[X] est donc un espace vectoriel de

dimension infinie (plus précisémment de dimension égale au cardinal de N).

5. Montrer que pour tout entier n > 2 :

Po(X) = (anX + bn)Pu_1(X) + cnPo_a(X),

pour des suites de nombres réels (a,,), (b,) et (¢,) qu'on explicitera.

Solution : Un élément central de la preuve est la propriété suivante : pour tous

polynémes P et Q :

(XP|Q) = / P(2)Q(x)dx = / P(2)2Q(x)dz = (P | XQ).
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Solution :  (continuée)

Cette propriété permet notamment d’établir que tout polyndéme R de la forme :
R=(aX+b)P,_1+ cPy_oa,

ou a, b et ¢ sont des réels, est orthogonal a Py, a Py, ..., et a P,_3. En effet, prenons

un entier k dans {0,1,...,n—3}. On a:
(R| Py)=a(XPy_1| Pe)+b(Po_1| Py)+c(Poa| Pr)=a(Pn_1 | XP)+0+0.

Comme le degré de Py est k < n — 2, le degré de X Py est strictement inférieur a n — 1
et donc X Py, € Vect{P,, Py, ..., P,_2}. Par orthonormalité de P, on en déduit que X Py
est orthonormal & P,_; et donc que (R | P;) = 0.

Une conséquence de ce résultat est que si pour tout n > 2 on pouvait trouver des réels a,,,
b, et ¢, tels que la projection de R,, = a, X Py—1+ b, Py—1+ ¢, P2 sur, respectivement,
P,, P,_1 et P,_5 soit, respectivement, 1, 0 et 0, alors on aurait forcément pour tout
n > 2, R, = P, (en utilisant le résultat d’unicité de la question 3), ce qui résoudrait la
question.

Il ne reste donc plus qu’a montrer qu’on peut trouver de tels réels a,,, b,, et ¢, pour tout

n>2.50itn>2,ona:
(Ryy | Po) = an(XPy—1 | P,) 4+ 0+0.

Calculons plus explicitement (X P,—1 | P,) pour vérifier qu’il est non-nul, ce qui nous

permettra de garantir (R, | P,) = 1 en prenant a, := m.

Le degré de X P,_1 est n, on peut donc ’écrire :

XP, 1= Z(Xpn_1 | P,)P,.
=0

Les coefficients dominants des polyndémes a gauche et a droite du signe d’égalité sont
respectivement A\, et A\, (XP,_1 | P,), ol pour tout entier k, X\ est le coefficient
dominant de P (donc Ag # 0). On a donc : Ap—1 = A\ (X P—1 | Pp) avec A—1 # 0 et

An #0, dou :
)\n—l

(XPnfl | Pn) = X,

£ 0.

16




Solution :  (continuée)

En prenant :

on a donc (R, | P,) = 1.

Considérons maintenant la projection sur P,_1 :

(Rﬂ | Pnfl) = an(XPnfl | Pnfl) + bn

En prenant :
An
by ::_)\ (XPn—l |Pn—1)
n—1

on a donc (R, | P,—1) = 0.

Finalement, considérons la projection sur P,,_5 :

(Rn | Pn—2) == an(XPn—l | Pn—Z) + ¢y

En prenant :

Ar
Cn = _)\ : (XPn—l | Pn—2)
n—1

on a donc (R, | P,—2) = 0.

On peut obtenir une expression plus explicite pour ¢, en remarquant que :

3 Algebre linéaire : structure des applications linéaires

Exercice 15 Propriétés élémentaires de la décomposition en valeurs singuliéres. (x)
Indice : dans le cadre de cet exercice, pensez auz différentes interprétations des produits matrice-
matrice et matrice-vecteurs que nous avons vu en cours.

Soit A une matrice a coefficients réels de taille m par n. Le théoréme sur la décomposition en
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valeurs singuliéres indique qu’il existe une matrice orthogonale U = [u; uz ... ] de taille m par
m, une matrice orthogonale V' = [v1 v2 ... v,] de taille n par n, un entier naturel r < min(m, n)
et une matrice diagonale ¥ = diag(o1,09,...,0,,0,...,0) de taille m par n, tels que toutes les

matrices sont a coefficients réels, 01 > 09 > --- >0, > 0et AV =UX.

1. Montrez que A =UXVT et que ¥ = UTAV.

Solution: AV =UXdonc AVVT =USVT or VVT =1,donc A=UXVT. AV =UX
donc UTAV =UTUS or UTU =1, donc X = UT AV.

2. Montrez que pour tout ¢ dans {1,2,...,r}, Av; = ou;.
Solution : AV = [Avy Avy ... Av,] et (cf. exercice 8), UYL =
[o1u1 oqug ... opu. 00 ... 0]. Donc Av; = o;u; pour tout i dans {1,2,...,r}.

3. Montrez que pour tout ¢ dans {r + 1,7 +2,...,n}, Av; =0, i.e. v; € KerA.

‘ Solution : Nous 'avons établi & la question précédente. ‘

4. Montrez que A = Y""_, o;u;v}.

Solution : D’apres 'exercice 8, UX = [oyuy ogug ... oru- 00 ... 0]. Donc

A=UxVT = [oyu; oouy ... opu, 00 ... O)VT,

Nous pouvons écrire ce produit matrice-matrice comme une somme de produits de ma-

trices de rang 1 pour obtenir :

s n s

T T T

A= E oiuv; + g Ov; = E iU v; .
i=1 i=1

1=r+1

Exercice 16 Dérivation des théoremes fondamentaux de I’algébre linéaire & partir de la décom-
position en valeurs singuliéres. (xx)
On consideére le méme point de départ que dans 'exercice précédent (décomposition en valeur

singuliére d’une matrice A).

1. Montrez que les r premieres colonnes de U forment une base orthonormale de I'image de

A.

2. Montrez que les m — r derniéres colonnes de U forment une base orthonormale du co-noyau

de A (i.e. le noyau de AT).

3. Montrez que les r premiéres colonnes de V' forment une base orthonormale de la co-image

de A (i.e. 'image de AT).
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Montrez que les n — r dernieres colonnes de V' forment une base orthonormale du noyau de

A.

Montrez que le noyau et la co-image de A sont des sous-espaces orthogonaux supplémen-
taires de R"”, c’est a dire qu’on peut décomposer tout vecteur de R"™ de maniére unique
en une somme de deux vecteurs orthogonaux, I'un appartenant au noyau de A et 'autre

appartenant a la co-image de A.

Montrez que le co-noyau et I'image de A sont des sous-espaces orthogonaux supplémentaires
de R™.
Montrez qu’il existe un unique entier naturel » < min(m,n), le range de A, tel que 'image

et la co-image de A sont de méme dimension r.

Montrez que I’entier r de la question précédente est aussi la dimension de ’image de toute
application linéaire f : E — F telle qu’il existe des bases Bg et Br de E et F telles que
A= M(f,Bg,Br).

Montrez que la matrice A est inversible—c’est & dire qu’il existe une matrice A=! telle que
AA™1 = A1 A = ] —si et seulement si r = m = n et donnez une expression pour A~! en

fonction de U, ¥ et V.

Exercice 17 Décomposition en valeurs singuliéres des matrices orthogonales. (*)

Déterminez les valeurs singuliéres d’une matrice orthogonale.

Exercice 18 Propriétés élémentaires de la décomposition spectrale. (%)

Soit .S une matrice a coefficients réels de taille m par m symmétrique. Le théoréme spectral

indique qu’il existe une matrice orthogonale réelle @ = [q1 g2 ...qm] de taille m par m et une

matrice diagonale réelle A = diag(\1, Az, ..., Ay ) de taille m par m, telles que S = QAQT.

1.

Montrez que A = QTSQ et que SQ = QA.
Montrez que pour tout ¢ dans {1,2,...,n}, S¢; = \q;.
Montrez que S = Y7, Nigig! -

Proposez une interprétation intuitive du résultat du produit matrice vecteur Sv en vous

appuyant sur la réponse a la question précédente.

On considére un polynéme P. Calculer P(S) en fonction de @ et A.

Exercice 19 Eléments propres de AT A et AAT. (x)

19



1. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Décrire les valeurs propres de AT A et de AAT

en fonction des valeurs singuliéres de A.

Solution : On sait qu'il existe une décomposition en valeurs singulieres de A, c’est
a dire qu’il existe une matrice orthogonale U de taille m x m, une matrice orthogonale
V' de taille n x n et une matrice rectangulaire diagonale ¥ de taille m x n dont les
min (m,n) valeurs diagonales sont rangées en ordre décroissant et positives, telles que
A =UXVT. De plus, on a vu que la matrice ¥ apparaissant dans une telle décomposition
est unique est que les valeurs 01,02, ..., 0nin(m,n) apparaissant sur sa diagonale sont
appelées valeurs singulieres de A.

Soit donc une telle décomposition en valeurs singulieres (X, U, V) de A. On a :

ATA = wUxvhHT(usvTh)
=(vhHIsTyTusv?
=vTwtu)xv?
ATA=vyTsyT
ou on a utilisé I’associativité du produit matriciel, la regle donnant la transposée d’un
produit matriciel en fonction des transposées des facteurs du produit et les propriétés

définissant le caractére orthogonal d’une matrice.

YTY est une matrice diagonale de taille n par n dont les valeurs diagonales sont :

2 2 2
01,025+ Opmin (m,n)> 0,0,...,0
——

max (0,n—m) fois

De plus, V est une matrice orthogonale, donc inversible, avec V! = V7. On a donc
ATA =VDV~!avec D = ©TX diagonale. On en déduit que les valeurs propres de AT A
sont :

2 2 2
01,05,...,0 0,0,...,0
——

min (m,n)>

max (0,n—m) fois
Par un raisonnement directement analogue on obtient que AAT = USXTUT et on en

déduit que les valeurs propres de AAT sont :

2 2 2
015025 Onin (m,n)> 0,0,...,0
——

max (0,m—n) fois

2. Donner une base orthonormale de vecteurs propres pour chacune de ces deux matrices en
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fonction des matrices orthogonales U et V apparaissant dans la décomposition en valeur

singulieres de A.

Solution :

On déduit de la diagonalisation AT A = V(XTE)VT que les colonnes de V' forment une
base de vecteurs propres de AT A. Comme V est orthogonale, cette base est orthonormale.
Par une raisonnement analogue on déduit de la diagonalisation AAT = U(ZXT)V que

les colonnes de U forment une base orthonormale de vecteurs propres de AAT.

Exercice 20 Positivité des matrices symmétriques et décomposition spectrale. (x)
On considére une matrice symmétrique réelle S. Donnez des conditions nécessaire et suffisante
sur les éléments de la décomposition spectrale de S pour que S soit semi-définie positive ? Pour

que S soit définie positive ?

Exercice 21 Relation d’ordre sur les matrices. (*)
La relation d’ordre sur les matrices symmeétriques réelles proposée en cours, définit-elle un ordre
total ? (C’est & dire, étant donnée deux matrices symmétriques réelles Sy et Sq, a-t-on toujours

soit Sl j SQ, soit SQ j Sl ?)
Exercice 22 Vecteurs propres et valeurs propres. (%)
Soit A une matrice a coefficients réels de taille m par m.
1. Montrez que si v est un vecteur propre de A tout produit de v par un scalaire est aussi un
vecteur propre de A.

2. Montrer que si A € C est une valeur propre de A, le conjugué A de \ est aussi une valeur

propre de A.

Exercice 23 Matrices non-diagonalisables. (*)

Démontrez que la matrice

0 1
0 0
n’est pas diagonalisable.
Exercice 24 Déterminant et trace. (x)
1. Calculez le déterminant et la trace de
1 -1/2
2 -1
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2. Calculez le déterminant de la matrice identité I,, de taille n par n en partant de la définitions

formelle du déterminant.

3. Calculez le déterminant de la matrice diag(z1, 22, ...,z,) en partant de la définitions for-

melle du déterminant.

4. Soit P une matrice inversible de taille m x m, ) une matrice orthogonale de taille m x m
et A une matrice de taille m x m. Montrez que det(P~'AP) = det(QT AQ) = det(A) et

que Tr(P71AP) = Tr(QT AQ) = Tr(A).
5. Soit A une matrice de taille m x m. En utilisant la décomposition de Jordan, calculez la

trace et le déterminant de A en fonction de ses valeurs propres.

Exercice 25 Polynome caractéristique. (x)

1. Calculez le polynéme caractéristique de la matrice

2. Vérifiez que le théoreme de Cayley-Hamilton est vérifié dans le cadre de cet exemple.

3. Donnez le polynome caractéristique d’une matrice de taille 2 x 2 quelconque en fonction de

la trace et du déterminant de la matrice.

4. Montrez que le polyndme caractéristique est invariant au changement de systeme de coor-

données.

5. Soit A une matrice de taille m x m. Montrez que les racines du polyndéme caractéristique
de A sont les valeurs propres de A avec leur multiplicité. Commencez par considérer le cas
ou A est diagonale, puis le cas ou A est diagonalisable, puis le cas général.

Exercice 26 Ensembles de matrices. ()

1. Montrez que l'ensemble M,, ,(R) des matrices & coefficients réels de taille m par n muni

de ’addition et du produit scalaire usuel est un espace vectoriel.

2. Montrez que la dimension de M,, »,(R) est mn, par exemple en proposant une base cano-

nique.

Exercice 27 Diagonalisation. (%)
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On considere la matrice

1. Calculer le polynoéme caractéristique de A.

Solution :

-1-X 1
xa(X) :=det(A— XI) = =(X+1)?-3=X24+2X -2
3 -1-X

2. Donner les valeurs propres de A.

Solution : Les valeurs propres de A sont v3 — 1 et —v/3 — 1, les racines de son

polynéme caractéristique.

3. Trouver un vecteur propre associé a chaque valeur propre de A.

V11 V21

Solution :  On cherche vy := et vy = tels que v1 et vy sont non nuls,
V12 V22

Avy = (V3 = 1)y et Avy = (—v/3 — 1)va.

On a:
—v11 +v12 = (V3 — Dvpy

A’Ul = (\/g— 1)1}1 <~
3v11 —via = (V3 — Dy

v12 = V3u11

’UneR

On en déduit que les vecteurs propres associés a la valeur propre v/3—1 sont les élements
de S; = {(a,v3a)" | a € R\ {0}}. Par exemple, (1,v/3)” est un vecteur propres associé
av3—1.

On a aussi :

—vg1 + V22 = (—V3 — 1)y

Avy = (—\/g— 1)7]2 =
3v21 — V23 = (—V3 — 1)van

Voo = —/3v2

UgleR

On en déduit que les vecteurs propres associés a la valeur propre —v/3 — 1 sont les

élements de Sy = {(a, —v/3a)” | a € R\ {0}}. Par exemple, (1, —/3)7 est un vecteur

propres associé a V3 — 1
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4. Donner une diagonalisation de A.

Solution : A est une matrice de taille 2 par 2 possédant 2 valeurs propres distinctes
V3 —1 et —/3 — 1, elle est donc diagonalisable. De plus, (1,v/3)” et (1,—v/3)T sont
respectivement des vecteurs propres associés & V3 — 1 et —v/3 — 1. On en déduit que
1 1 V3-1 0
A=PDP ! ou: P:= et D :=
V3 —V3 0 —v3-1

Par définition, PP~! = I, ce qu'on peut exploiter pour trouver une expression explicite
q p

. p-1 qi1  qi12
pou =
q21 422
On a :
qi1+q21 =1
PPl V3q11 — V3qa1 =0
qi2 +q22 =0
V3qia —V3qa =1 .
11 = g1 =1/2
<4 q2=3/6
qa2 = —V/3/6
1 V3
Dou: P 1l=|?2 6
1 _ V3
2 6

5. Calculer 'inverse de A.

Solution : A est inversible car toutes ses valeurs propres sont différentes de 0 et

1/2 1/2

A"l =pD1p~1 = / /
3/2 1/2

6. Calculer I'exponentielle de A.

Solution :

eV3-1 0
=P pt
0 e~ V3-1
(AT ()

2

V3 (e\/gfl _ 67\/571> 1 (6\/571 4 67\/:’771)
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4 Algebre linéaire et optimisation

Exercice 28 Optimisation, normes, valeurs singuliéres et éléments propres. (x)

—

[\

Prouvez que ||z||2 = VaTz et que ||Qz||2 = ||x||2 pour toute matrice orthogonale Q.
Prouvez que ||Allr = ||(61,09,...,0:)|l2-
Prouvez que ||A]l2 = o01.

Soit M une matrice carrée a coefficients réels. Prouvez que o,.(M) < A < 01(M) pour toute

valeur propre A de M. Commencez par le cas d’'une matrice de rang 1.

Montrez que toutes les valeurs propres d’une matrice orthogonale ont un module de 1.

Exercice 29 Moindres carrés linéaires et pseudo-inverse. (xx)

Etant donné A une matrice a coefficients réels de taille m par n et y une matrice colonne de

taille m, on cherche & déterminer si l : x — [|Az — y||2 possede une minimum global et a identifier

le ou les z € R" ot cet éventuel minimum global est atteint.

1

2

10.

Montre qu’on peut répondre & notre question en étudiants f : z + (Az — y)T (Az — y).
Justifier que f est de classe C! et calculer le gradient de f.

En déduire une condition nécessaire d’optimum local pour f.

Calculez la Hessienne de f.

En déduire que f admet (au moins) un minimum global.

Donnez une condition nécessaire d’optimum global pour f.

On suppose que AT A est inversible. Prouvez que ! admet un unique minimum global et

donnez une expression explicite pour ce minimum global.

On définit la pseudo-inverse AT d’une matrice A & coefficients réels de taille m par n par
le biais de sa décomposition en valeurs singulieres A = ULV comme AT := VXTUT o
YT est la matrice diagonale contenant sur la case i de sa diagonale 'inverse de la i-iéme
valeurs singuliére de A si celle-ci est strictement positive et 0 sinon. Montrez que si A est
carrée et inversible, AT = A.

Montrez que (AT)T = A, que (AT)T = (A1), et que A(AT)(AT)T = A = (AH)T(AT)A.
Montrez que AA™ est la projection orthogonale sur 'image de A, que AT A est la projec-
tion orthogonale sur l'espace des lignes de A (co-image), que I — AA™T est la projection
orthogonale sur le co-noyau de A et que I — AT A est la projection orthogonale sur sur le

noyau de A.
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11. Soit X une matrice & coefficients réels de taille n par d. Montrez que §* = X ¥y est la solution
de norme minimale du probléme des moindres carrés linéaires consistant a minimiser ||y —

X0||2. Précisez I’ensemble des autres solutions possibles s’il y en a.

Exercice 30 Régression linéaire et régularisation L. (%)

On observe (z1,%1),--- (Zn,yn) € (R? x R)™. On modélise x1,...,z, comme les valeurs ob-
servées de variables aléatoires X1,...,X,, i.i.d. de loi P et y1,...,y, comme les valeurs observées
de variables aléatoires Yi,...Y, telles qu’il existe §* € R? tel que pour tout i dans {1,...n},
Y; = X10* + ¢, avec €1,. .., €, ii.d. de loi N telle que E(N) = 0 et Var(N) = o2

On note X la matrice de taille n par d dont les lignes sont x1,...,x, et Y la matrice colonne
contenant y1, ..., y,. On cherche & estimer 8* et on considére deux estimateurs :

— DL’estimateur de la régression « ridge » :
= arg min ~||[Y — X0|2 + \|6]2,
PER N

défini pour A > 0;

— L’estimateur de norme minimale parmi les estimateurs au moindre carrés :

0= i 0
arg min [10]]2

oll O = argmingega ||Y — X0|)3.

1. Montrez que pour toute matrice M de taille n par m et tout réel 6 > 0, MTM + &1
est inversible. (Vous pouvez montrer, par exemple, que la matrice est symmétrique définie

positive et utiliser le théoréme spectral pour conclure.)
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Solution : (MTM + 60T = (MTM)T + 61T = MT(MT)T + 61 = MTM + 61, donc
MTM + I est symmétrique.

Soit v € R™\{0}. On a vu dans le DM 1 que M” M est positive (car elle est symmétrique
et ses valeurs propres sont positives), donc v M7 Mv > 0. De plus vT'§Iv = §|v[|3 > 0
car v # 0 et § > 0. Donc vT (MTM + 61)v = vI' MT Mv + vT6Iv > 0. Donc MTM + §1
est définie positive.

Comme MTM + §I est symmétrique on peut appliquer le théoréme spectral et I’écrire
Udiag(\1, ..., Am)UT pour une matrice orthogonale (réelle) U et des réels A1, ..., Ap.
Ces réels sont strictement positifs car MTM + 51 est définie positive. On peut donc

définir A := UTdiag(1/)\y,...,1/A\,)U. On vérifie facilement que (MTM + §1)TA =

AMTM + 61T = 1. MTM + 81 est donc inversible.

2. Montrez que le probléme d’optimisation dont 0 est défini comme la solution posséde bien

. -1
une unique solution donnée par 6 = % (% + )J) XTy.

Solution :  Considérons la fonction f: 6 — L |Y — X6||3 + A[|6]|3, définie sur R?.
f est clairement coercive, elle admet donc un minimum global.

De plus f est de classe C2. Son gradient est :

Vi) ==-V(Y - X0)T (Y — X0))+ AV(670)
(—2V (0T XTY) + V(0T XTX0)) + AV (670)

(—2XTY +2X7X0) + 2)0.

SIm3|=3+

Sa Hessienne est :

V2f(0) = %V(QXTXG) +2AV()

V2f(0) =2 (XZX + /\I)

D’apres la question 1, sa Hessienne est toujours définie positive et donc f est strictement
convexe. Il existe donc bien une unique solution globale 6y au probleme d’optimisation
considéré.

De plus, d’apres la condition nécessaire d’existence d’optimum local pour les fonction

de classe C, on doit avoir Vf(fy) = 0, c’est a dire XTTY = (XTTX + )\I) 0. D’apres la

n

) -1
question 1, XTTX + A est inversible et donc 0y = (X:—X + )\I) X7y,
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3. Montrez que le probléme d’optimisation dont 6 est défini comme la solution posséde bien

une unique solution donnée par =X 'Y, ott XT est la pseudo-inverse (de Moore-Penrose)

de X.

4. Montrez que 0 tend vers 0 quand A tend vers 0 par valeurs positives. (Indice : commencer

par le cas ot d = n = 1, puis le cas ol X est diagonale, puis le cas général.)

5. Montrez qu'une simple descente de gradient a pas fixe sur f(0) := ||Y — X0||* converge

vers 6. Précisez comment choisir le pas. (Vous pouvez vous inspirer de l'exercice sur la

convergence de la descente de gradient dans le cas lisse et fortement convexe.)

6. Calculez le biais de 6.

Solution : Notons € le vecteur colonne contenant €1,...,¢,. On a :
A 1 (XTX -
E[f\|=E |- ( + AI) Xty
n
1 (XTX -
=E ( +/\I> XT(X0* +¢)
n n
1 /XTX - 1 (XTX -
=Eyx < +M) XTX0"| +Ex,. ( +/\I> XTe| .
n n n
Or:
1 (XTX - 1 (XTX -
Ex. ( +)\I> XTe| =Ex |E. ( +)\I> XTeH
n n n
1 /XTX -
=Ex |- ( + )\I) XTE (e)
n n
=0.
Donc :
A XTx TXTX
E[f,] =Ex ( +)\I> 9*]
n
~ -1,
- E [(2 + )\I) Z] 0",
ot on a noté ¥ := XTTX la covariance empirique.
A~ A -1,
Le biais de 6 est donc (E {(z +I) 2} = I) 0.

A ~ ~ )12 A
7. Calculez v(0)) .= E [HGA - E[@,\]H ], la variance totale de 6.
2
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Solution :

o) =B[i6] B[] E[0)]

(X0* +e)TX (XTX . /\I) 2 XT(X0* +¢) 2

=E

n n n

- HE [(Z + /\I)f1 E]

2

2

=04+0+0+E [(9*)% (2 + )J) -~ 29*} - HE {(2 + )J)il z]

|- HE {(2 + )\I>71 z]

8. Calculez le biais et la variance (totale) de 0 et commentez.

2

=E

H(iwr)\l)li

2 2

Exercice 31 Weyl’s inequality. (%)

Nous allons prouver un résultat qui peut étre utile, par exemple, pour analyser les propriétés
statistiques de I'estimateur usuel utilisé dans le cadre d’une analyse en composantes principales.

Considérons une matrice symmétrique M a coefficients réels et de taille d par d a laquelle on
ajoute une perturbation, représentée par une autre matrice symétrique P a coefficients réels et de
taille d par d. On cherche a trouver des conditions sous lesquelles on peut garantir que les valeurs
propres de M et celles de M’ = M + P sont proches.

Pour toute matrice symmétrique A & coefficients réels et de taille d par d, on note

A1(A), Ag, ..., Ag(A) les valeurs propres de A triées par ordre décroissant.

1. Montrer que :

M(M') = M (M) < || P

(Indice : nous avons défini et prouvé certaines propriétés de la norme matricielle ||.||2 en
cours.)
2. Soit i € {2,3,...,d}. Notons £ I'ensemble de tous les sous-espaces de dimension i de R.

Montrer que pour toute matrice symmétrique A a coefficients réels et de taille d par d, la

i-iéme valeur propre de A est donnée par :

Ai(A) = min  max vl Av
EegdveELNSI-T

3

ot B+ est 'ensemble des vecteurs de R? orthogonaux a tous les éléments de E et S 1 est

Pensemble des vecteurs de R?® de norme euclidienne 1.
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3. Montrer que :

Ai(M') = X(M)] < |||
ie{ﬁl?%.,d}| (M) (M) < [|P]l2

Exercice 32 Preuve de 'existence de la décomposition en valeurs singulieres. (%)

1. Prouver que toute matrice semi-orthogonale de taille n par r, avec » < n, peut étre com-

plétée en une matrice orthogonale de taille n par n.

2. Soit A une matrice réelle de taille m par n. Montrer qu’il est possible de trouver une matrice
colonne z de taille n et une matrice colonne y de taille m, telles que : Az = oy, ||z|2 = 1,

llyll2 =1 et & = ||Al|2. Indice : utiliser I'une des deux définitions équivalentes de || A||2.

3. En utilisant le résultat de la premiére question, = et y, montrer qu’il existe une matrice
orthogonale U de taille m par m, une matrice orthogonale V de taille n par n, une matrice

colonne w de taille n — 1 et une matrice B de taille m — 1 par n — 1, telles que :
A =UTAV =
4. Montrer que ||A1]|3 > 02 + wTw. Indice : multiplier A; par (o w’)T.

5. Montrer que ||A1||3 = ||A]|3 et en déduire la valeur de w.

6. Utiliser un raisonnement par récurrence pour compléter la preuve de 'existence de la dé-

composition en valeurs singulieres.

5 Algebre linéaire et probabilité

Exercice 33 Gaussienne multivariée. (%x)
1. Montrez que la densité d’un gaussienne multivariée est maximale en = = pu.

2. Exprimez la vitesse de décroissance d’une gaussienne multivariée en x = pu le long d’'un
vecteur © de norme 1 en fonction des éléments propres de la matrice de covariance de la

distribution.
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