Statistique et probabilitées

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities
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Moments

Variance Var[X] — E[(X IR E[X])Q]
Moment E[Xk
Moment centre E(X — E[X])k]

Covariance COV(X, Y) — E[(X — E[X])(Y o E[Y])]

n
Linéarité de I’espérance E E af,;X@- — E a@E(XZ)

Bilinéarité de la covariance

Cov f:aiXi,fzij} :ijiaibjCOV(Xz‘an)
i=1 j=1

i=1 j=1
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Moments conditionnels

Espérance conditionnelle

fly) = EX|Y =y| = /fl?PX|Y:y(d5’7)

Variance conditionnelle

g(y) = Var[X|Y =y] = E[(X — E[X])?]Y =y

Loi de I’espérance totale

ElX| = EEIX]Y]]

L oi de |la covariance totale

Cov]X,Y] = Cov[E[X|Z], E]Y|Z]] + E[Cov[X, Y |Z]]
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Statistique et probabilites

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities

49



Algebre linéaire
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalité

4. Structure des applications linéaires
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Fonction linéaire

e Objet central de I’'algebre linéaire (du point de vue conceptuel)
e |dée générale: fonction qui préserve les combinaisons linéaires

e Définition formelle

b F

—
f : est une fonction linéaire si et seulement si
r — f(x)

E et F' sont des espaces vectoriels sur un meme corps K et pour toute paire
de scalaires (o, 3) € K? et toute paire de vecteurs (u, v) € E?,

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v)

53



Décomposition sur une base

Définition (décomposition sur une base)
Soit une base V = (v;);er de E et A = (\;);er € K une famille de scalaires

telle que au plus un nombre fini des \; soient différents de 0.
On dit que A est une décomposition de v € E sur la base V si et seulement

Sl v = ZiEI >\7,'U7,

Théoreme (existence et unicité de la décomposition)
Etant donné une base V = (v;);c; de E, tout vecteur v € E peut-étre

décomposé sur cette base et cette décomposition est unique.

Toute base peut donc servir de systeme de coordonnées pour E
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions lineaires

2. Matrices
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4. Structure des applications linéaires
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)

e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

(apr ar aiy; arp
dr1 422 d2j d2p
M =
i1 42 dij Aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)
e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

* Pourquoi est-ce utile ?

(ay a2 aiy; arp
{1 422 d2j 42p
M =
dil 42 dij Aip

\ Un1 dp2 ... anj .o anp )
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)
e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions
* Pourquoi est-ce utile ?

 Permet de représenter les fonctions linéaires en dimensions finie de maniere
simple a appréhender et pratique pour les calculs

( d11 12 ... 611]' &le )
421 dro ... azj &Zzp
M =
;i1 dip ... ai]- aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice d’une fonction linéaire

E., F espaces vectoriels de dimension finie
V = (v1,...,v,) base de E

W = (wq,...,w,) base de F

f: EE — F, fonction linéaire

M = M(f,V,W) matrice de f de V vers W.

( 111 1o ... 611]'
121 dro ... azj
i1 dijp ... ai]-

\ Unl  Un2 Unj

drp | <— W2

Aip | <— Wy

App ) < Wn



Matrice d’une fonction linéaire

n
Multiplication matrice/vecteur colonne: (Mv); 1= E m;U;

Multiplication matrice-matrice: (AB);; := Z aikbr;
k=1
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Matrice d’une fonction linéaire

L’évaluation en un point d’une fonction linéaire et la
composition d’application linéaire se réduit (en
dimension finie) a I'application “mécanique” de regles de
calcul matriciel

Pas trop “mécanique” quand méme:

Crimes contre les matrices
http://ee263.stanford.edu/notes/matrix crimes.pdf
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Changement de base

Toute base peut servir de systeme de coordonnées pour E

Changement de base == changement de systeme de
coordonnées

Matrice de passagedeVaw: P(V,W) = M (Idg,V,W)
Définition: transforme un vecteur v exprimé en terme de ses

coordonnées dans V, en le méme vecteur exprimé en terme
de ses coordonnées dans W

Pour la trouver: les colonnes de P(V,W) sont les
coordonnées des élements de V (dans un ordre fixé) dans W
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Matrice par blocs

La matrice
(1 1 2 2 2]
1 1 2 2 2
P=|(3 3 4 4 4
3 3 4 4 4
13 3 4 4 4]
peut étre partitionnée en quatre blocs
11 5 9 o '3 3 (4 4 4
P = P10 = Por=13 3|(,Pn=14 4 4
11 [1 1] 12 [2 9 2] 21 22
3 3 4 4 4

On peut alors écrire la matrice par bloc comme :

P11 P12]

Ppartitionnee — [
Py Py
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Interpretation des operations
matricielles

write A € R™*™ in terms of its columns:

_A:[al ay - an}
then y = Ax can be written as

y:ajla1+$2a2+---+aznan

write A in terms of its rows:

A=

then y = Az can be written as Qg




Interpretation des operations
matricielles

cij = a; bj = (@i, bj)

C=[c--c, | =AB =1 Aby--- Ab, |

cl al B
C — : — AB — :

~T ~T

Crn | I a,, B ]




Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions lineaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Produit scalaire usuel

n

(a|b) = Zaibi = a’ b = ||al|2||b||2cos(8)

1=1



Angles et orthogonalité

Intérét ?

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit scalaire
(.].)etV =(vy,...,v,) une base orthonormale de F. Alors, pour tout v € FE,

n
v = Z (v | v;)v;.
i=1
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Décomposition en valeurs singulieres

Etant donné une matrice rectangulaire quelconque

(a coefficients reels)

Quelle transformation linéaire représente-t-elle ?

Par exemple : M =

~ A
Qo Ot DO
© O W
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Décomposition en valeurs singulieres

B 7] B 7 ‘0.1

AV =UX Al vy..vr.. 0,

|
£
S
§
S
3

Ia



Flashback: interpretation des
operations matricielles

cij = a; b; = (a;, b))

C=[ci-cy | =AB=[ Ab,--- Ab, |

cl alB
C — : — AB — :

~T ~T

Crn | I a,, B ]




Décomposition en valeurs singulieres

- o1
AV =UX Al vy Vpr ..V | = | U .. Up Um o
0
a_
T - * Ax
vt 3 U

73




Espaces associés a une matrice

AV =UX

A ’v]_..vr..

e
3
I
£
S
§
S
3

dimension n — 7

C(AT) C(A)

dimr

row space

column space
all vectors ATy B

all vectors Ax

nullspace
Az =0

left nullspace
ATy =0

N(A
(A) N(AT)
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Espaces associés a une matrice

AV =UX A V1 ..UVpr..0Up

I
£
S
§
S
3

0 0 |
1 2 3
Par exemple : M = 4 5 0
7 8 9
—.21 —89 41 —.48 —.97 —.60
U~ | —.52 —-.25 —.82 V[ .78 08 —.62
—.33 .39 41 41  —-.82 41

(01 09 03)%(16.85 1.07 O)
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Theoreme spectral

Si S est une matrice symétrique, réelle de taille m x m, alors il existe une
matrice orthogonale réelle () de taille m x m et une matrice diagonale réelle A

de taille m x m telles que S = QAQ?.
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Positivite

Une matrice symétrique réelle est dite définie positive, noté S > 0 ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Une matrice symétrique réelle est dite semi-définie positive, S > 0, ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Relation d’ordre sur les matrices symeétriques réelles:
S1 < 859s8815,—571>=0

et

Sl jSQ SSiSQ—Sl EO
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Déeterminant et trace

A matrice carrée n X n

det(A) = Z (Sgn(U)fIai.m) ,
i—1

o=S,

sgn(o) est la parité du nombre d’élement dans une décomposition de o en
une séquence de transpositions (échange de deux éléments).

det(AB) = det(A) det(B)
Tr(A) =) a;; Tr(AB) = Tr(BA)
1=1
TI'(AlAQ - Ak) — TI'(AQA?) “ . AkAl) — s = Tr(AkAlAg - . Ak—l)
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Optimisation stochastique

Contexte : minimisation du risque empiriqgue pour une fonction de
co(t “séparable par point de donnée”

Ra(w) = -3 filw)

Descente de gradient stochastique
wi € R? given

W1 < WE — Oékaik (wk)

7 J. is chosen randomly from {1,...,n} and oy is a positive stepsize
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Optimisation stochastique

Exemple de garantie de convergence

(cf. Bottou, Curtis et Nocedal (2018) Optimisation Methods for Large-Scale Machine Learning)
Si

©.@, ®.@,
E ap = oo and E af < 00

Assumption 4.1 (Lipschitz-continuous objective gradients). The objective function F :
R? — R is continuously differentiable and the gradient function of F, namely, VF : R? — R%, is

Lipschitz continuous with Lipschitz constant L > 0, 1.e.,

IVF(w) — VF(@)||2 < Ll|lw -2 for all {w,w} c RY.

plus des conditions de régularité pas tres contraignantes

Alors

VE (w35 =0

81
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Example Distributions

Distribution PDF or PMF Mean | Variance
. p, if x=1 B
Bernoulli(p) 1 p. ifx=0. p p(l — p)
Binomial(n, p) (Z)pk(l —p)" K for k =0,1,...,n np | np(l— p)
Geometric(p) | p(1 — p)<~1 for k =1,2, ... > 1;2”
Poisson()\) e X fork=0,1,... A A
Uniform(a, b) | £ for all x € (a, b) ath (bI;)z
Gaussian(p, %) | —= e 57 forall x € (—o0,00) | o
Exponential(\) | Ae=* for all x >0, >0 5 S

*Table reproduced from Maleki & Do's review handout by Koochak & Irvin
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Random Vectors

Given n RV's Xi, ..., X,;, we can define a random vector X s.t.

Note: all the notions of joint PDF/CDF will apply to X.

Given g : R" — R™ we have:

g1(x) Elg1(X)]

2\ X K 2X
g0 = | 2| Egeoy = | )

gka) _E[gn;(X )]

83



Covariance Matrices

For a random vector X € R", we define its covariance matrix X
as the n X n matrix whose ij-th entry contains the covariance
between X; and X;.

Cov[X1,X1] ... Cov[Xi, X,]]
Y = ' | '

| Cov[Xn, X1] ... Cov[Xp, Xa].

applying linearity of expectation and the fact that
Cov[Xi, Xj| = E[(Xi — E[Xi])(X; — E[Xj])], we obtain

X =E[(X - EX])(X — E[X])']

Properties:
» > is symmetric and PSD
> If X; L X; forall i,j, then X = diag(Var[Xi], ..., Var[X;])
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Multivariate Gaussian
The multivariate Gaussian X ~ N (u,X), X € R"™:

1

X; — ! exp [ —=(x — p) T (x —
p(x; p, X) det(2)} (27): p( 5 (x =) 2 u))

N[+

The univariate Gaussian X ~ A (i, 02), X € R is just the special
case of the multivariate Gaussian when n = 1.

1 1
p(x; p,0°) = T €XP (_T‘Q(X - M)2>

o(2m)>2
Notice that if ¥ € R¥*1 then ¥ = Var[X1] = 2. and so

— 1
> Yy l=2

o

> det(¥)2 = o
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Some Nice Properties of MV Gaussians

» Marginals and conditionals of a joint Gaussian are Gaussian

> A d-dimensional Gaussian X € N(u, X = diag(o%,...,02)) is
equivalent to a collection of d independent Gaussians

X; € N'(ui,0?). This results in isocontours aligned with the
coordinate axes.

» In general, the isocontours of a MV Gaussian are
n-dimensional ellipsoids with principal axes in the directions of
the eigenvectors of covariance matrix X (remember, X is
PSD, so all n eigenvectors are non-negative). The axes’
relative lengths depend on the eigenvalues of 2.
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Visualizations of MV Gaussians

Effect of changing variance

10 02
%= 0 1 "
p=[0 0]
X2 2 0 2
07 0
2= 79 07
pw=[0 0]
X2 2 -2 2 0 2
1.5 0
2= 9 15




Visualizations of MV Gaussians

|f Var[Xl] 7& Var[XQ]:

10
2= g 1
p=[0 0]' _
X2 2 -2 2 0 2
0.6 0
2= 7y 1
p=[0 0]
X2 2 -2 2 0 2
X1 x1
20
2= 09 1




Visualizations of MV Gaussians

If X1 and X5 are positively correlated:

x
N
o
N
ro
o
no

1 0.5
2= g5 1
p=[0 0]
X2 2 -2 2 0 2
X1 X1
1 0.8
2= 08 1




Visualizations of MV Gaussians

If X1 and X5 are negatively correlated:

>
N
N
N
ro
o
no

_ 1 -0.5
2= 05 1
p=[0 0]

x
N
N
N
ro
o
no




Multivariate Gaussian
Définition générale

X ~ N(p,B) <= thereexist up € R*, A € R* such that X = AZ + pu for Z, ~ N(0,1),1i.i.d.

Distributions conditionnelles

# 1 X 1
X = [x, ] with sizes [ 4 1] o= [“1] with sizes [ q J
X

X2 (N —q) I (N —gq)x1
o . X (N —
= [2“ 21"] with sizes [ 1749 g% ( 4) }
o X (N—-gq)xq (N—-q)x(N-gq)

p(x1 | x2 = a) = N(p, X), with
= pq + X35 @— p))
¥ =3 - XX, 3

Distributions marginales ?



