Optimisation

1. Optimisation sans contraintes
2. Optimisation sous contraintes

3. Analyse convexe et dualité

21



Convexitée

L’ensemble X est convexe ssi pour tout z, y dans X, le segment [z,y] :=
{tr + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout ¢t € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

Si I'inégalité est stricte pour t €]0, 1|, la fonction est dite strictement convexe.

22



Convexitée

Reconnaitre une fonction convexe
- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur I'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur I'intérieur de X, f
est strictement convexe. (X = domf)
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Existence et unicité du
minimum

Si f est convexe et minorée, alors f admet un minimum global.

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(z*) = 0 est équivaut a =* est un minimum global de f
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| y 4
Dualite
Probleme considéré

minimize f(x)

subject to x € X, gi(x) <0, g=1,...,7
f:R"—= R
ngRn%R
X CR"”
f* = inf f(x).
TEX

g;(2)<0,7=1,....7

—00 < f* < 400

I1 existe z*, tel que f(x*) = f*

25



Dualite

Lagrangien associé au probleme

L(z,p) = f(z) + Zujgj(ﬂ:) = f(z) + Wg(x).
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Dualite

Fonction duale Q(N) — xlgg{ L(I’, /J') '

Probleme dual
maximize q(u)

subject to p >0, # € D,

D = {p|q(p) > —oo}.

Proposition 5.1.2: The domain D of the dual function g is convex
and ¢q is concave over D).

Résultats

Proposition 5.1.3: (Weak Duality Theorem) We have

q* S. f*_
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Dualite

Dualité forte et qualification des contraintes

Example :

Si f est convexe et les contraintes g; sont lincaires, alors il n’y a pas d’écart
dual: ¢* = f*
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Dualite

If conditions for strong duality are met and (z*,u*) are such that
L(z*, u*) = f* = ¢*, then (z*, ") is said to be an optimal solution Lagrange
multiplier pair.

Proposition 5.1.5: (Optimality Conditions) (z*, u*) is an opti-
mal solution-Lagrange multiplier pair if and only if

z* € X, g(z*) <0, (Primal Feasibility), (5.4)

p* > 0, (Dual Feasibility), (5.5)

T* = arg IIél;(l L{z, u*), (Lagrangian Optimality), (5.6)
T

prgi(z*) =0, . j=1,...,r (Complementary Slackness).
(5.7)
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Un mot sur I'optimisation
non lisse
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Statistique et probabilitées

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities
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Problemes d’estimation

Modele statistique P
Cadre général  Distribution P & P
Observations O ~ P

e Estimation
Fonctionnelle f : P — FE

Estimateur f:0 — F
But f(O) ~ f(P)
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Deux questions fondamentales
pour un probleme d’estimation

, Dans le cas ou on estime une
A. Trouver un estimateur distribution

A

computationnellement f : (O — E Implique des calculs de
efficace probabilités (e.g. méthode du

maximum de vraisemblance)

Implique calcul ou

o . A ble d
B. Evaluer sa qualite statistique f(O) > f(P) ,°,,°§,:f§nis§_g_ biais,

variance, risque
espéreé)
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Exemple A

Estimateur du maximum de vraisemblance

Modele statistique P P = {all distributions}
Distribution P &P
Observations O ~ P

Fonctionnelle f : P — E f(P)=P

Fstimateur f O — F f?—i : 0 +— Parg maX., cw (Pw (O))

H={P, | we W} : espace de recherche/d hypothese

pw : densité de P,, (par rapport a une mesure fixe)
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Exemple B

Qualité statistique d’un estimateur

* biais bp(f) = EONP[f(O)] — f(P) ||bP(f)||2

e variance Varp(f) = Varo.p[f(O)]

A

e risque Rp(f) = Eo~plt(f(P), f(0))]

/ Fonction de co(t

Décomposition biais-variance du risque dans le cas 0 - xr,Y HZE — yH%
Rp(f) = Varp(f) + [|bp(f)l|3
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Statistique et probabilitées

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities

36



Univers et mesure de
probabilité

Univers ()

Evénement A C ()

Stable par union dénombrable et

Ensemble des événements (tribu) ./T C P(Q) oar passage au complémentaire

Mesure de probabilit¢ P : F — R

VA € F, P(A) >0
P(Q) =1

Pour tout ensemble dénombrable d’événements disjoints A, Ao, ...,

+00 +00
P (U Ai) =) P4
- i=1 i=1



Variable aleatoire

Univers ()

Stable par union dénombrable et

Ensemble des événements (tribu) f C P(Q) oar passage au complémentaire

Mesure de probabilité¢ P : F — R

Variable aléatoire X : () — F
T C P(E) Tribu sur I'espace d’arrivee

VT €T, X NT)eF

Loi de X (mesure de probabilité induite sur E) VT € T, Px(T) = P(X 1 (T))
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Conditionnement,
iIndependance

Probabilité conditionnelle

~ P(ANB)
P(A | B) := 505
Indépendance mutuelle d’événements
€S 1ES

Loi de probabilité conditionnelle

X:Q—=EFE Y: Q= F TCPFE) XCPWF)

Origine des dépendances : Omega !

TeT SeX

Tribus sur les espaces d’arrivée

_ _ PX Y T)nY—1(S
Py (T1S) = P(X YD)y (5)) = TX_TINY ()
Variables aléatoires indépendantes P(Y (S))
VI'e T, VS € X, PX’Y(T, S) — PX(T)Py(S)



Variables aleatoires réeelles

PX (517) = Px ({x}) Fonction de masse

Fx(x)=Px({y | y <x}) Fonction de répartition

dF'x
PdX = —5— Densité de probabilité
dx
E [X ] — / P X (dx) Espérance (intégrale de Lebesgue)

EX|= /fl?pdx(ilf)df Cas continu

ElX]| = Z xpx () Cas discret



On a représente sur le graphe ci-dessous la densité de probabilité d’une variable aléatoire
réelle X.
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1) La densité de probabilité de X prend une valeur supérieure 1 en X = 0.4. Cela vous
parait-il normal ? Justifiez votre réponse.

Soit x une réalisation de X.

2) Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.1 7 Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.4 7 Est
il plus probable d’observer x = 0.4 ou x = 0.1 7 A quel point (approximativement) ?
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On a représente sur le graphe ci-dessous la densité de probabilité d’une variable aléatoire
réelle X.
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1) La densité de probabilité de X prend une valeur supérieure 1 en X = 0.4. Cela vous
parait-il normal ? Justifiez votre réponse.

L’aire sous la courbe doit étre égale a 1 mais la densité en un point particulier peut étre
supérieure et méme arbitrairement grande.

Soit x une réalisation de X.

2) Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.1 7 Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.4 7 Est
il plus probable d’observer x = 0.4 ou x = 0.1 7 A quel point (approximativement) ?
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On a représente sur le graphe ci-dessous la densité de probabilité d’une variable aléatoire
réelle X.
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1) La densité de probabilité de X prend une valeur supérieure 1 en X = 0.4. Cela vous
parait-il normal ? Justifiez votre réponse.

L’aire sous la courbe doit étre égale a 1 mais la densité en un point particulier peut étre
supérieure et méme arbitrairement grande.

Soit x une réalisation de X.

2) Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.1 7 Quelle est la probabilité d’avoir x = 0.4 7 Est
il plus probable d’observer x = 0.4 ou x = 0.1 7 A quel point (approximativement) ?

La probabilité que x soit 0.1 ou 0.4 est 0. Par contre, il est environ 5 fois plus probable
d’observer X = 0.4 que z = 0.1. 43



Plusieurs variables
aleatoires réelles

X — (Xh )(27 . ,Xn) - () — R™  Origine des dépendances : Omega !

px(ai‘l, Loy ... ,:Un) = PX({aj‘l, Loy ... ,:En}) Fonction de masse (jointe)

FX(QZ‘l,Qfg,...,ZEn) :PX({ylnyw--,yn | Y1 < L1, Y2 < L2y ...y Yn < ZIZ‘n})
Fonction de répartition (jointe)
0Fx

~ Oxidzx dx (#1, 22, %n)
1¢L2 .. s Ul Densité de probabilité (jointe)
Espérance f :R" - R

Cas continu E[f(X)]:/ / / f(x1,z2,. .., 20)pax (21, T2, ..., Tn)dr1d2s . . . doy

PdX + L1yL2y ...,y Ln

Casdiscret F|f(X)]| = >:>:Zf(x1,x2, o Tn)PX (21, T2, ., Ty

r1 T2
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Modeles graphiques



Statistique et probabilitées

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities
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Moments

Variance Var[X] — E[(X IR E[X])Q]
Moment E[Xk
Moment centre E(X — E[X])k]

Covariance COV(X, Y) — E[(X — E[X])(Y o E[Y])]

n
Linéarité de I’espérance E E af,;X@- — E a@E(XZ)

Bilinéarité de la covariance

Cov f:aiXi,fzij} :ijiaibjCOV(Xz‘an)
i=1 j=1

i=1 j=1
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Moments conditionnels

Espérance conditionnelle

fly) = EX|Y =y| = /fl?PX|Y:y(d5’7)

Variance conditionnelle

g(y) = Var[X|Y =y] = E[(X — E[X])?]Y =y

Loi de I’espérance totale

ElX| = EEIX]Y]]

L oi de |la covariance totale

Cov]X,Y] = Cov[E[X|Z], E]Y|Z]] + E[Cov[X, Y |Z]]
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Statistique et probabilites

. Motivation : estimation problems

. Computing probabilities

. Computing and controlling moments and tail
probabilities
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