Optimisation

1. Optimisation sans contraintes
2. Optimisation sous contraintes

3. Analyse convexe et dualité

15



Optimisation sous
contraintes

0, 2€&
0, 72X

—
3@
Al

bject t
xrélll_:]g%f( x) subject to

(Q={x € R" | pour tout ¢ € &, ¢;(z) =0, pour tout j € Z, c;(x) <0}

x* est une solution locale du probleme ssi ™ € () et il existe un ensemble
ouvert U C R" contenant x* tel que pour tout x € U N, f(z*) < f(x)
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’égalité

T2+ x5 =2

Condition nécessaire
d’optimalité

Vf(x™) =A]Ver (x™).

™

VCI

.
.
.

X

Vcl p

vf

vf
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’inégalité

T3 4+ x5 < 2

Condition nécessaire

d’optimalité
Vix®) = =A1Ve (x7)
\E >0

)"TCI(X*) = 0. 18



Cas géneéral : KKT
conditions

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

V.L(x™, A*) =0,
c;(x*) =0, foralli €&,
ci(z") <0 foralli € Z,
AP >0, foralli €7,

Aci(x*) =0, forallieEULZT.
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Condition nécessaire
d’optimalité: cas géneéral

Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification (MFCQ)
(Plus d’exemples de qualifications des contraintes sur la feuille d’exercice numéro 1)

The gradients of the equality constraints are linearly independent at x* and
there exists a vector d € R™ such that Ve;(2*)?d < 0 for all active inequality
constraints and Ve,;(z*)?d = 0 for all equality constraints.

Théoreme : Si xz* est une solution locale et que la qualification des contraintes
de Mangasarian-Fromovitz est respectée en z* alors les conditions KKT sont
vérifiées en x*.
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Optimisation

1. Optimisation sans contraintes
2. Optimisation sous contraintes

3. Analyse convexe et dualité
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Convexitée

L’ensemble X est convexe ssi pour tout z, y dans X, le segment [z,y] :=
{tr + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout ¢t € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

Si I'inégalité est stricte pour t €]0, 1|, la fonction est dite strictement convexe.
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Convexitée

Reconnaitre une fonction convexe
- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur I'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur I'intérieur de X, f
est strictement convexe. (X = domf)
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Existence et unicité du
minimum

Si f est convexe et minorée, alors f admet un minimum global.

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(z*) = 0 est équivaut a =* est un minimum global de f
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| y 4
Dualite
Probleme considéré

minimize f(x)

subject to x € X, gi(x) <0, g=1,...,7
f:R"—= R
ngRn%R
X CR"”
f* = inf f(x).
TEX

g;(2)<0,7=1,....7

—00 < f* < 400

I1 existe z*, tel que f(x*) = f*

25



Dualite

Lagrangien associé au probleme

L(z,p) = f(z) + Zujgj(ﬂ:) = f(z) + Wg(x).
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Dualite

Fonction duale Q(N) — xlgg{ L(I’, /J') '

Probleme dual
maximize q(u)

subject to p >0, # € D,

D = {p|q(p) > —oo}.

Proposition 5.1.2: The domain D of the dual function g is convex
and ¢q is concave over D).

Résultats

Proposition 5.1.3: (Weak Duality Theorem) We have

q* S. f*_
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Dualite

Dualité forte et qualification des contraintes

Example :

Si f est convexe et les contraintes g; sont lincaires, alors il n’y a pas d’écart
dual: ¢* = f*
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Dualite

If conditions for strong duality are met and (z*,u*) are such that
L(z*, u*) = f* = ¢*, then (z*, ") is said to be an optimal solution Lagrange
multiplier pair.

Proposition 5.1.5: (Optimality Conditions) (z*, u*) is an opti-
mal solution-Lagrange multiplier pair if and only if

z* € X, g(z*) <0, (Primal Feasibility), (5.4)

p* > 0, (Dual Feasibility), (5.5)

T* = arg IIél;(l L{z, u*), (Lagrangian Optimality), (5.6)
T

prgi(z*) =0, . j=1,...,r (Complementary Slackness).
(5.7)
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