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Exercice 1 Analyse de l'algorithme de descente de gradient pour une fonction de cofit lisse et
fortement convexe. (*x)

Définitions :

— Fonction L-lisse. Soit L un nombre réel positif, une fonction f : R™ — R est dite L-lisse
si et seulement si elle est de classe C! et que son gradient est L-lipschitzien, c’est & dire
que pour tous vecteurs z, y de R™ : || f(x) — f(y)|l2 < L||z — y|2.

— Fonction p-fortement convexe. Soit p un nombre réel strictement positif, une fonction
différentiable f : R™ — R est dite pu-fortement convexe si et seulement si pour tous vecteurs
z,y de R", f(z) > f(y) + V()" (@ —y) + §llz — yl3-

Soit r : R™ — R une fonction & minimiser. On suppose que r est L-lisse et u-fortement convexe

pour L >0 et p > 0.
On note z* l'unique minimum de la fonction 7 et on considére les valeurs successives
1

T1,%2,...,%t,... obtenues par descente du gradient de r avec un pas fixe v = 7 en partant

de o € R".

1. Montrez que 1 — x < exp(—z) pour tout réel

Solution : Etudions la fonction f : z — exp(—z)+x — 1. Elle est continue et dérivable
de dérivée f':x— 1 —exp(—x). exp(—=x) est supérieur & 1 pour x négatif et inférieur a
1 pour z positif. Donc f’ est positive et f croissante pour x positif et f’ est négative et f
décroissante pour z négatif. On en déduit que f atteint un minimum global f(0) = 1+0—
1=0en z = 0et donc que f > 0. C’est & dire que pour tout réel z, exp(—z)+xz—1 >0,

et donc exp(—zx) > 1 —z.

2. Soit x € R™. Montrez que la fonction :

R" =R
G -
2 r(x) + Vr(2) (2 —2) + &z — 2|3
est p-fortement convexe et donnez une expression explicite pour le point z* ou elle atteint

son minimum.



Solution : g, est différentiable, de gradient :
Vg : 2z~ Vr(z)+ %VZ((Z —2)l(z—x)) = Vr(z) + %(22 —2x+0)=Vr(z)+ ulz —x).

Soient (a,b) € (R™)%. On a alors :

02 (D) + Vg, () (0~ b) + Ella ~ b3 ~ gu(a) = ((”b — 23 . la=b12) \ , _ oyTa—s)— ||a—2$||2)

=0.

Donc gg(a) > gu(b) + Vga(b)" (a — b) + &la — b|3 et g, est bien p-fortement convexe.

g posséde donc un unique minimum global au point z* ol son gradient s’annule, c’est
Vr(z)

a dire que Vr(z) + p(z" — x) = 0, ce qui équivaut & z* =z — —

3. En utilisant le résultat de la question précédente, montrez que pour = € R", |Vr(z)||3 >

20 (r(x) — r(x")).
Solution :  On a obtenu que pour tout z € R", g,(2) > g.(2*).

De plus, comme 7 est u-fortement convexe, on a :
* T * ,LL * 2 *
r(@”) 2 r(z) + Vr(z)” (27 - 2) + Sllz” - zll3 = go(27).

En appliquant I'inégalité précédente en z = x*, on en déduit alors que :

< v
c’est a dire, en se rappelant que z* = x — %, que :

Vr(z)TVr(z)

1 1
> + —|IVr(@)|]2 = r(z) — —||Vr(2)|
. 2MH @)z =r(z) 2u” ()l

D’ou :

IVr(@)I3 > 2p(r(z) — r(z7)).

4. Donnez une interprétation verbale de la propriété que vous avez établi a la question précé-

dente.




Solution : Intuitivement, le résultat de la question précédente garantit une taille
minimale pour les gradients de r, qui croit & mesure qu’on s’éloigne du minimum de 7.
Cela va permettre d’établir que méme si ’on se trouve « loin » du minimum de 7 on va

obtenir des gradients suffisamment grands pour garantir une convergence rapide de la

descente de gradient a pas fixe.

5. En utilisant les résultats des questions 1 et 3 montrez que pour tout entier naturel ¢ :

r(ze) = r(e") < exp (—tp/L)) (r(zo) — r(z")).

Solution :  Soit ¢ un entier strictement positif. Par définition, x; = x;_1 — %Vr(xt_l).
On va utiliser le caractere L-lisse de r pour obtenir une borne inférieure sur la descente
de r entre z; et x;_1.

La premiere idée est de montrer que le caractere L-lisse tel que nous 'avons défini
implique que le gradient de la fonction h : = +— %xTx — r(x) est monotone, ce qui
équivaut a montrer que cette h est convexe et a écrire la condition de convexité du

premier ordre pour h.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne pour tout x, y :
(Vr(z) = V) (@ —y) < [|Vr(z) — Vry)llllz — yll2
et donc pour une fonction L-lisse :
(Vr(z) = Vr(y)' (& —y) < Lz —yl3.
En terme de h, 'inégalité ci-dessus se ré-écrit plus simplement :

(Vh(z) = Vh(y))" (z —y) > 0,

c’est & dire que le gradient de h est monotone.




Solution :  (Continuée)
Cela implique que h est convexe. En effet, si on note m : ¢t — h(z+t(y—x)), la monotonie

du gradient de h nous permet de montrer que pour tout ¢ > 0, m’(t) > m/(0) et donc :
1
h(y) = m(1) = m(0) + / m/(t)dt > m(0) +m/(0) = h(z) + Vh(z)" (y - ),
0

ce qui est une condition nécessaire et suffisante classique de convexité pour une fonction
différentiable.

Ecrite en fonction de r, cette condition nous donne finalement :

qu’on peut réarranger en :
L L

r(y) < 7“(33)+V7"($)T(y—$)+§(yTy—wTﬂc—?xTer?xTw) = 7“(33)+V7“(33)T(y—x)+§llx—y 3

Enfin, en prenant y = x; et x = x;_1, on obtient :

r(ze) < r(ze—q) + Vr(ze—1)" <—ivr(mt1)> +Z

soit :

1
r(z) < (@) = o7 IVr(@e-)l3

On peut maintenant appliquer le résultat de la question 3 pour obtenir :
H *
() < rlwe) = H () = r(a),
d’ou, en utilisant le résultat de la question 1 :

r(a) = (@) < (1= 5) (r(@i1) = (@) < exp(—p/L)(r(@e) = r(a*)),

Le résultat attendu s’obtient alors par une simple récurrence sur ¢.

6. Que nous apprend ce résultat sur la méthode de descente de gradient a pas fixe pour une

fonction de cotit lisse et fortement convexe ?



Solution : Ce résultat montre que la méthode de descente de gradient a pas fixe
pour une fonction de cofit lisse et fortement convexe converge vers le minimum global

de la fonction. De plus ce résultat montre que cette convergence se fait avec une vitesse

exponentielle en le nombre d’itérations.

Exercice 2 Descente de gradient stochastique ou non et avec ou sans projection sur les

contraintes. (%)

1. Effectuez a la main la premiére étape de I'algorithme de descente de gradient avec la regle
d’Armijo pour la fonction f : z,y — 322 + y*, en partant du point (x¢,v0) = (1,—2) et
avec s=1,0=0.1et g =.1.

2. Effectuez a la main la premiere étape de I'algorithme de descente de gradient projeté avec
la régle d’Armijo pour la fonction f : z,y + 22 +y, avec les contraintes z > 0 et y > 0, en
partant du point (zg,y0) = (1,1) et avec s =1, 0 =0.1 et 5= .1.

3. Effectuez a la main la premiére étape de l'algorithme de descente de gradient a pas fixe
v = .01 pour la fonction f : x = (z —0.1)2+ (2 — 0.2)2 + (2 — 0.15)2 + (z — 0.3)? en partant
de z = 4.

4. Effectuez a la main la premiere étape de I'algorithme de descente de gradient stochastique

a pas fixe 7 = .01 pour la fonction de la question précédente en partant de z = 4.

Exercice 3 Preuve de convergence de la descente de gradient avec régle d’Armijo. (x % %)

Dans cet exercice, on va démontrer le théoréeme suivant :

Theorem 1 Stationarité des points limites de la descente de gradient avec régle d’Armijo. Soit
f:R"™ = R, de classe C. Soit (x}) une suite de points générée par Uapplication de la méthode
de descente de gradient avec régle d’Armijo a f en partant de xo € R™. Alors, tout point limite

x* de (xy) est un point stationnaire de f, i.e. Vf(z*) = 0.
Rappels d’analyse réelle :
— Un point limite, aussi appelé valeur d’adhérence d’une suite (uy), est un point [ tel qu’il
existe une sous-suite extraite de (uy) qui converge vers [, c’est & dire qu’il existe une fonction
¢ : N — N strictement croissante telle qu’on ait :

li =1

— Toute suite monotone de nombres réels converge vers un nombre fini ou diverge vers 'infini

(vers 400 pour une suite croissante et vers —oo pour une suite décroissante).



— Si g est continue et limg_, oo ur = 1, alors limy_, o0 g(ug) = g(1).
— Théoreme des accroissements finis : si a et b sont deux réels avec a < bet f : [a,b] = R
est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il existe un réel ¢ €]a, b|, tel

que :

— Théoréme de Bolzano-Weierstrass : de toute suite bornée de vecteurs de R™, on peut extraire
une sous-suite convergente.

On va raisonner par 'absurde. Supposons que & est un point limite de (xx) avec V f(Z) # 0.

1. Montrer que la suite (f(x)) converge vers f(&).

Solution :  Par hypothese, on peut extraire de (x) une suite (x4;)) qui converge vers
2. Comme f est continue, on en déduit que la suite (f(z4x))) converge vers f(Z).

Par ailleurs, la suite (f(xx)) est décroissante par construction, elle est donc soit conver-
gente, soit divergente vers —oo. Si elle était divergente vers —oo, toute suite extraite
serait aussi divergente vers —oo. Or on a vu que la suite extraite (f(z4))) converge
vers f(&). On en déduit que (f(xx)) converge.

Une suite convergente posséde comme unique valeur d’adhérence sa limite. Or on a vu
que f(&) est une valeur d’adhérence de (f(zx)). On en conclut que (f(zy)) converge vers
1(@).

2. En déduire que la suite (—a, V f(21)TV f(21)) converge vers 0, oll oy, est le pas utilisé dans

la descente de gradient avec régle d’Armijo a U'étape k, i.e. zx11 = 2 — ap V f(2k).

Solution : Par construction, on a pour un réel fixé 0 < o < 1 et pour tout entier
positif k
(f(zr) = f(zrp1)) > 0V fax) "V f (),

avec ax > 0. De plus, Vf(xr)TVf(xr) = ||V F(xk)|3 > 0.

On a donc pour tout entier positif k

~(F) = Fansn)) 2 ¥ f(on) V) 20

(f(x)) étant une suite convergente, la suite (f(xy)) — f(zr+1) converge vers 0 et on

en déduit que la suite (o V f(zx)TV f(zr)) et donc aussi la suite (—a, V f(2x) TV f(2))

convergent vers 0 (théoréme des gendarmes).

3. Par hypothese, on peut extraire de () une suite (z4(x)) qui converge vers &. Montrer que



(cg(x)) converge vers 0.

Solution :  Comme (—a,Vf(zx)'Vf(x1)) converge vers 0, la suite extraite
(=g Vf (@) TV f (k) converge aussi vers 0.

Comme f est de classe C1, h :  — Vf(2)TVf(z)) est continue. On en déduit que
V(@) V(@) = Mag)) converge vers h(z) = Vf(2)"Vf(@) = [V f(2)]3 # 0,

par hypothese.

En combinant ces deux résultats, on obtient que (agx)) converge vers 0.

4. En déduire qu’il existe un entier kg tel que pour tout entier k > kg, le pas initial s n’est pas
satisfaisant et on le réduit au moins une fois quand on applique la regle d’Armijo a I’étape

¢(k) (en le multipliant par ().

Solution :  Considérons le parametre s > 0 utilisé dans le calcul du pas. Par définition
de limy 4 o0 (k) = 0, il existe un entier positif kg tel que pour tout k > Ko, o) —
0] <s.

Comme |ag(ry — 0] = ag), cela équivaut a avoir pour tout k > ko, agm) < s, ce qui

montre que pour tout k > ko, le pas initial s n’a pas été satisfaisant a Pétape ¢(k).

5. En déduire que pour tout k > kg, on a

Vf(z )
f (%(k)) —f (%(k’)) — Ok ||Vf(xzzz;)|\
Ok

T VI(Tem)

<oV (zym)) IV f(@sm)l’

ou & = O“f’é’”‘) IV f (:%(k)) || et o et B sont les parametres utilisés pour application de la

régle d’Armijo.

Solution : Soit k > kg. Le résultat de la question précédente nous indique que le test
de la regle d’Armijo n’est pas satisfait pour I'entier m tel que % = [™Ms, c’est a dire

que

f (o) = f (%(k)) - a%(k)vf(%(k))) < Jagk)vf (o))" VI (o)

De plus, ||V f(2g))ll2 # 0, car si on avait ||V f(zgm))|l2 = 0 alors pour tout ¢ > ¢(k),
on aurait x4 = Ty(x) et donc on aurait & = x4y et donc V f(£) = 0, ce qui contredirait

notre hypothese de départ.

On obtient le résultat demandé en combinant ces deux résultats.

6. En déduire que pour tout k > ko, il existe y; €]0, 6x[, tel que

T Vi(@ewm))
IV f(@pu)ll

Vi (2e)) >T Vi(@ew)

\Y — oV
f(““’“) I Faal) T o] < 7 (Fow)



(Indice : utiliser le théoréme des accroissements finis.)
Solution :  Soit k& > k.

Considérons la fonction hy de [0, §x] vers R qui a 7 associe

B Vf(%(k)))
/ (W’“” "IN @)l )

Le raisonnement de la question précédente nous indique que d; > 0, et comme de plus Ay,
est de classe C! car f est de classe C, on peut appliquer le théoréme des accroissements
finis a hy.

On obtient qu’il existe un réel v, dans ]0, 0| tel que

Vi®@gwm))
f (%(k)) — Ok ||Vf(zzil,z;)|\> — [(Zor)) _
(Sk —0 - k(,Yk)'

En appliquant la reégle de dérivation des fonctions composées pour des fonctions de

plusieurs variables (chain rule), on obtient

Vf(zem)) ) Vi(zek))

h, v —=Vf (33 -7 .
K o (k) IV (@)l ) IV f(@pm)ll

En remplacant h;q (%) par son expression et en combinant le résultat avec le résultat de

la question 5, on obtient le résultat demandé.

7. Montrer que limg—, oo % = 0.

Solution : Pour tout & > kg, on a 0 < ~; < dg. Il suffit donc de montrer que
limg_ 400 0 = 0.

Pour tout k > kg, on a 0 = %HV}" (@) ||. Comme f est de classe Ct, z —
%HVf(sc)H est continue. Et comme (z4()) converge vers &, on en déduit que la suite
(319f (500 ) converge vers 37 £(3)].

Or on a vu a la question 3 que limg_, o, ap = 0. On en déduit que (dy) converge et que

limy, 40 0% = 5[V (2)]] x 0= 0.

Vf(g))
IV f ()l

v € R". (Indice : utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrass.)

8. Montre qu’il existe une sous-suite extraite de ( ) qui converge vers un vecteur



Solution :  On a déja justifi¢ que pour tout k, ||V f (zgx)) | # 0, il suffit donc de

Vi(zow))
HVf(%(k))H

obtenir le résultat souhaité.

montrer que ( ) est une suite bornée pour pouvoir appliquer le théoréme et

C’est a dire qu’il suffit de montrer qu’il existe un réel M tel que, pour tout entier positif

k

Vi (zor) <M.

IVf (zgk)) I
Or, pour tout entier positif k

Vi (zor) 1
e vf X = 1.
| V5 (o) || ~ 197 Gy 1V (o)l
On peut donc prendre M = 1.
9. Montrer que :
V@) v <o.

(Indice : utiliser les résultats des question 6, 7 et 8.)

Solution : Le résultat de la question précédente nous indique qu’il existe un vecteur

v € R™ une fonction strictement croissante ¥ : N — N telle que

VS (@oous)
s=+00 ||V f (Zgoy(s)) |l

Par ailleurs, limy_, 4 o0 Zgoy (k) = & puisque (Zgoy(x)) est une suite extraite de (z)). f

étant de classe C'', nous pouvons appliquer le résultat de la question 7, pour obtenir
) P

lim Vf

s——+oo

vf('r¢>o¢(s )
Lo Ty ——T
( gopls) T Tk ||vf(x¢o1/1(s )“

) = V£(#).

En prenant k& = 9)(s) et en passant & la limite quand s — +o0o des deux c6tés de I’équation

obtenue a la question 6, on obtient donc

V@) v <oVf(@) o

Comme 0 < ¢ < 1, on en déduit le résultat demandé.

10. Montrer qu’il existe une fonction strictement croissante ¥ : N — N, telle que :

VH@) 0= 1 [91 (o) I



11.

Solution : Il y avait une erreur d’énoncé ict : il faut prendre ¢ o et non ¥ o ¢.
En prenant la fonction ¢ de la question précédente et en utilisant que toute suite extraite
d’une suite convergente converge vers la méme limite, on obtient par un argument de

continuité

Vi(xso
lim Vf(f%w(k))TM

=viz) .
k00 IVf (2gour) | Jar

VI (o) (2o0vw) _ VS (@ooui) " VI (s009)
) F (wgeuiny) | IV (Zoont) |
IV (@popm)) IP

B va (%ow(k)) ||

= V£ (Zgou(r))

On vient de voir que le terme de gauche de cette égalité converge vers V f(#)Tv quand

k — 400. On en déduit que le terme de droite converge vers V f(#)Tv quand k — +oc.

Conclure.

Solution :  Comme ||V f (% goy(k)) ||l2 est une suite extraite de ||V f (z4k)) ||z et que,
par un argument de continuité, ||V f (z))|l2 converge vers [|[Vf(&)]]2, on a que
o IV F (Tgouiin) 2 = (V@) 2 0,

D’aprés la question précédente, cette limite est aussi égale & Vf(2)Tv, qui d’apres la
question 9 est négatif. On en déduit que ||V f(Z)|l2 = 0 et donc que Vf(%) = 0, ce qui

contredit notre hypothese de départ.

Exercice 4 Optimisation, normes, valeurs singuliéres et éléments propres. (x)

1

2

Prouvez que ||z||2 = VzTz et que ||Qz||2 = ||x||2 pour toute matrice orthogonale Q.
Prouvez que ||Allr = ||(61,09,...,0:)|l2-

Prouvez que ||A]|2 = o1.

. Soit M une matrice carrée a coefficients réels. Prouvez que o, (M) < A < o1(M) pour toute

valeur propre A de M. Commencez par le cas d’une matrice de rang 1.

Montrez que toutes les valeurs propres d’'une matrice orthogonale ont un module de 1.

Exercice 5 Moindres carrés linéaires et pseudo-inverse. (%)

Etant donné A une matrice & coefficients réels de taille m par n et y une matrice colonne de

taille m, on cherche & déterminer si ! : x — ||Az — y||2 posséde une minimum global et & identifier

le ou les z € R™ ou cet éventuel minimum global est atteint.

10



1. Montre qu’'on peut répondre & notre question en étudiants f : x — (Ax —y)7 (Az —y).
2. Justifier que f est de classe O et calculer le gradient de f.

3. En déduire une condition nécessaire d’optimum local pour f.

4. Calculez la Hessienne de f.

5. En déduire que f admet (au moins) un minimum global.

6. Donnez une condition nécessaire d’optimum global pour f.

7. On suppose que AT A est inversible. Prouvez que [ admet un unique minimum global et

donnez une expression explicite pour ce minimum global.

8. On définit la pseudo-inverse AT d’une matrice A & coefficients réels de taille m par n par
le biais de sa décomposition en valeurs singulieres A = UXV7T comme AT := VETUT ou
YT est la matrice diagonale contenant sur la case i de sa diagonale 'inverse de la i-iéme
valeurs singuliére de A si celle-ci est strictement positive et 0 sinon. Montrez que si A est

carrée et inversible, AT = A.
9. Montrez que (AT)* = A, que (AT)T = (AT)*, et que A(AT)(AT)T = A = (AT)T(AT)A.
10. Montrez que AA™ est la projection orthogonale sur I'image de A, que A' A est la projec-
tion orthogonale sur I’espace des lignes de A (co-image), que I — AAT est la projection

orthogonale sur le co-noyau de A et que I — AT A est la projection orthogonale sur sur le

noyau de A.

11. Soit X une matrice & coefficients réels de taille n par d. Montrez que 8* = Xy est la solution
de norme minimale du probléme des moindres carrés linéaires consistant & minimiser ||y —

X0||2. Précisez I’ensemble des autres solutions possibles s’il y en a.

Exercice 6 Régression linéaire et régularisation L. (%)

On observe (z1,%1),--- (Zn,yn) € (R? x R)"™. On modélise x1,...,z, comme les valeurs ob-
servées de variables aléatoires X1,..., X, i.i.d. de loi P et y1,...,y, comme les valeurs observées
de variables aléatoires Yi,...Y,, telles quil existe 6* € R? tel que pour tout i dans {1,...n},
Y; = X10* + ¢, avec €1,. .., €, i.i.d. de loi N telle que E(N) =0 et Var(N) = o2

On note X la matrice de taille n par d dont les lignes sont x1,...,x, et Y la matrice colonne
contenant ¥y, ..., Y,. On cherche a estimer 6* et on considére deux estimateurs :

— L’estimateur de la régression « ridge » :
b = arg min ~[[Y — X0]2 + AJ6]2,
PERI N

11



défini pour A > 0;

— L’estimateur de norme minimale parmi les estimateurs au moindre carrés :

0= i 0
arg min 1012

ot Op5 = argmingega ||Y — X0]|3.

1. Montrez que pour toute matrice M de taille n par m et tout réel § > 0, MTM + 61
est inversible. (Vous pouvez montrer, par exemple, que la matrice est symmétrique définie

positive et utiliser le théoréme spectral pour conclure.)

Solution :  (MTM + 60T = (MTM)T + 61T = MT(MT)T + 61 = MTM + 41, donc
MTM + I est symmétrique.

Soit v € R™\{0}. On a vu dans le DM 1 que M” M est positive (car elle est symmétrique
et ses valeurs propres sont positives), donc v M7 Mv > 0. De plus v7'§Iv = §|v||3 > 0
car v # 0 et § > 0. Donc vT (MTM + 61)v = vI MT Mv + vT6Iv > 0. Donc MTM + §1
est définie positive.

Comme MTM + §I est symmétrique on peut appliquer le théoréme spectral et I’écrire
Udiag(\1, ..., Am)UT pour une matrice orthogonale (réelle) U et des réels A1, ..., Ap.
Ces réels sont strictement positifs car MTM + 51 est définie positive. On peut donc

définir A := UTdiag(1/\y,...,1/A\,)U. On vérifie facilement que (MTM + 61)TA =

AMTM + 61T = 1. MTM + 61 est donc inversible.

2. Montrez que le probléme d’optimisation dont 0 est défini comme la solution posséde bien

. -1
une unique solution donnée par 6 = % (% + )J) XTy.

12



Solution :  Considérons la fonction f: 6 — L1|Y — X6||3 + A||6]|3, définie sur R?.
f est clairement coercive, elle admet donc un minimum global.

De plus f est de classe C2. Son gradient est :

V) = =V(Y - X0OT(Y — X0)) + A\V(670)

(—2V(OTXTY) + V(0T XTX0)) + AV (670)

SIm3|=3+

(—2XTY +2X7X0) + 2)0.

Sa Hessienne est :

V2f(6) = %V(QXTXQ) +2AV(6)
V2f(6) =2 (XZX + /\I>

D’apres la question 1, sa Hessienne est toujours définie positive et donc f est strictement
convexe. Il existe donc bien une unique solution globale 0y au probleme d’optimisation
considéré.

De plus, d’apres la condition nécessaire d’existence d’optimum local pour les fonction
de classe C!, on doit avoir Vf(éA) =0, c’est a dire ¥ = (XTTX + )\I) 6. D’apres la

. -1
question 1, XTT—LX + Al est inversible et donc 8y = (XTTX + )\I) %

. Montrez que le probléme d’optimisation dont 6 est défini comme la solution posséde bien
une unique solution donnée par =X 'Y, ot XT est la pseudo-inverse (de Moore-Penrose)

de X.

. Montrez que 0, tend vers quand A tend vers 0 par valeurs positives. (Indice : commencer

par le cas ot d = n = 1, puis le cas o X est diagonale, puis le cas général.)

. Montrez qu'une simple descente de gradient a pas fixe sur f(0) := ||Y — X6||? converge

vers 6. Précisez comment choisir le pas. (Vous pouvez vous inspirer de I'exercice sur la

convergence de la descente de gradient dans le cas lisse et fortement convexe.)

. Calculez le biais de 0.
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Solution : Notons € le vecteur colonne contenant €1,...,¢,. On a :
A 1 (XTX !
E[f\|=E |- ( +>\I> Xty
1 (XTX !
=B~ ( + /\I> XT(X6" +¢)
1 /XTX ! 1 (XTX !
=Ex ( +)J) XTX0"| + Ex. ( +/\I> XTel .
n n n
Or :
1 (XTX ! 1 (XTX !
Ex. < +>\I> XTe| =Ex |E. ( +)\I> XTe
n n n
1 /XTX !
=Ex |- < + )J) XTE(e)
n
=0.
Donc :
A XTX I XTx
E[6,] = Ex ( + /\I> 9*]
n n
. -1,
—E [(2 + AI) z] 0",
ot on a noté 3 := X ZX la covariance empirique.
~ N -1,
Le biais de 6, est donc (E {(E + )\I) Z} — I) o*.

o o R 2 o
7. Calculez v(8y) := E [HG,\ - E[Q,\]HQ], la variance totale de 0.

Solution :

o) =B[i6] - B[] B [0)]
=E

(X0* + )T X <XTX ) I) 2 XT(X0" +¢)
n

- HE [(S+AI)_12]

2

n n

—04+0+0+E {(9*)% (2 n )\I) ” 29*} - HE {(2 + )\I>71 2]

|- HE [(2+AI)_1 E] z

2

-E H(2+M)_12

2

8. Calculez le biais et la variance (totale) de § et commentez.
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Exercice 7 Weyl’s inequality. (%)

Nous allons prouver un résultat qui peut étre utile, par exemple, pour analyser les propriétés
statistiques de ’estimateur usuel utilisé dans le cadre d’une analyse en composantes principales.

Considérons une matrice symmétrique M a coefficients réels et de taille d par d a laquelle on
ajoute une perturbation, représentée par une autre matrice symétrique P a coefficients réels et de
taille d par d. On cherche a trouver des conditions sous lesquelles on peut garantir que les valeurs
propres de M et celles de M’ = M + P sont proches.

Pour toute matrice symmétrique A a coefficients réels et de taille d par d, on note

A1(A), Aa, ..., Ag(A) les valeurs propres de A triées par ordre décroissant.

1. Montrer que :

AL (M) = A (M)] < || P]|.

(Indice : nous avons défini et prouvé certaines propriétés de la norme matricielle ||.||2 en
cours.)

2. Soit i € {2,3,...,d}. Notons £Z I’ensemble de tous les sous-espaces de dimension i de R
Montrer que pour toute matrice symmétrique A a coefficients réels et de taille d par d, la

i-iéme valeur propre de A est donnée par :

Ai(A) = min  max v Av,
EegdveELNSd—1

ot B+ est ’'ensemble des vecteurs de R? orthogonaux a tous les éléments de E et S 1 est
I’ensemble des vecteurs de R? de norme euclidienne 1.
3. Montrer que :

Xi(M') = Xi(M)| < || P2
o ) = A (0] < 1P
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