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Exercice 1 Calculs de biais, variance, risque. (%)

1. Calculer le biais et la variance de ’estimateur de la moyenne empirique pour un échantillon
ii.d.

2. Calculer le biais et la variance de l'estimateur de la variance suivant pour un échantillon
Lid : V=150 (X, - f)?

3. Trouvez un estimateur non-biaisé de la variance pour un échantillon i.i.d.

4. Prouvez la décomposition biais-variance pour le risque quadratique moyen

5. Comparez le risque quadratique moyen des deux estimateurs de la variance.

6. Pouvez-vous donner un estimateur avec un risque plus faible que les deux considérés jus-
qu’ici ?

7. On s’intéresse a présent au probleme d’estimer la variance de I'estimateur de la moyenne

empirique. Que pouvons-nous déduire des questions précédentes a ce sujet ?

Exercice 2 Estimation par maximum de vraisemblance des parametres d’une loi Gaussienne
multivariée. (*)

Supposons qu’on observe un échantillon i.i.d. z1, 22, ..., 7, € (R?)" de loi gaussienne multiva-
riée N'(p*, ¥*), pour un vecteur € R? et une matrice ¥* € Sy, ot Sy est 'ensemble des matrices
a coefficients réels symétriques définies positives de taille d pas d. On cherche a estimer p* et X*
a partir de 'observation de z1,zs, ..., T,.

On définit la vraisemblance d'un couple de parametres (u,Y) € R% x Sy comme :
0, X)) :=p(x1, X2y« oy Ty B)s

ou p corresponds a la densité de probabilité de x1, s, ..., Ty,.

On consideére l'estimateur du mazimum de vraisemblance pour p*, 3* défini par

0,3 € (1, ).
fu3carg  max (1, %)



1. Montrer que

0,3 € log(¢(p, 2)).
oy carg - max o og(£(p, %))

Solution :  Soit 4,3 € arg max, serixs, (1, 2). Soit (1,%) € R% x S4. On a
U, ) < €(f1,2). Or log est une fonction croissante, donc log(¢(p, 2)) < log(¢(fi, 32)).
On en déduit que sup(,, scraxs, 10g(¢(1, £)) < log(£(ji, %)) et comme (f2,%) € R4x Sy :

0,3 € log(£(11,X)).
oy carg  max  log(t(s, X))

2. Donner une expression (la plus simple que vous pouvez) pour log(4(u,X))) en utilisant la

formule donnant la densité d’une loi gaussienne multivariée non dégénérée.

Solution : L’échantillon étant considéré i.i.d., on a :

log(£(u, %)) = log (Hp(m;uﬁ))

i=1

= Zlog pwii i, X))
- Z og ( 2m)4/2 /|3 €xp <;(xz — )" (s - ﬂ)))

n

= " iog(am) — Dlog((]) — Y 5 — 1D — )

=1

3. On suppose que la matrice de covariance empirique %(a:l —p)(z; — )T est inversible et on

admet que log(£(y, X)) est de classe C! et admet un unique maximum sur R? x Sy en un
point ou son gradient s’annule. Calculer une expression explicite pour (f, f]) en fonction
de z1,x9,...,T,. Vous pouvez utiliser les identités de calcul différentiel matriciel suivantes

sans les démontrer :

Tar—1
8“’8‘]]\4\4 v _ (Mfl)TuvT(Mfl)T’
O det(M

) _ —1I\T
i = des(M)(M YT,

ou M est une matrice inversible et u et v sont des matrices colonnes de dimension compatible

avec M (par exemple si M est de taille n par n, u et v sont de taille n par 1).



Solution : Commencons par calculer les gradients par rapport a p et par rapport a

3.

n

V,log(l(p, %)) =0+0+V, < _ ;- u))

l\D\»—t

n

= _ Z %VM((aci — ) ISz — ).

Or pour ¥ symmétrique, (z; — p)TX Ha; — p) = 27 S ey — 2pT S ey + TSy et
Vu(@Is=p) =571z et V,(pTS7 1) =287 1.

Donc :

"1
v, log(£(n Zi (=28 o + 2871 p)
1=1
=y (Z(Jcz - ,u)) .
=1

Pour le gradient par rapport a X, en utilisant la régle de dérivation pour les fonctions
composées de plusieurs variables (par le biais des matrices jacobiennes) et les identi-
tés de calcul différentiel données ci-dessus (et la symmétrie de I'inverse d’une matrice

symmétrique inversible) on obtient :

n

Vs Jog(£(1, ) = 0 = 3 Augl(ED(2) + 3 537w — )i — )7

i=1

2
= Yz~ 2 Tyt
2|2|| =+ (Z —n) )

i=1

%Zfl ((Z(xl —p)(x; — ,u)T> »l - nI) .

i=1

Solution :  (Continuée)

On cherche & présent (fi,%) € R? x Sy qui annulent ces gradients. En utilisant le fait
que toute matrice de S, est inversible, on obtient que V, log(¢(, 3))) = 0 implique
fo=213"" 2 et Vylog(4(g, 32))) = 0 implique 3 = + L5 (@i — ) (a;— )T On vérifie
bien que, réciproquement, ce choix de /i et > annule les gradients et que (i, i) € R4xS,.
Au final, on a obtenu que 'estimateur du maximum de vraisemblance pour la moyenne
d’une loi Gaussienne multivariée est simplement la moyenne empirique usuelle et celui
pour la covariance est simplement la covariance empirique usuelle (au moins dans le cas

ou cette derniére est inversible).




4. Montrer que le couple (fi,X) ainsi obtenu forme une statistique suffisante pour le couple de

parametres (u*, ¥*).

Solution :  On va montrer qu’on peut écrire p(z1,...,T,; u*,X*) avec une expression
qui ne dépend de z1,...,2, que par le biais de ji et 3.
Pour simplifier la notation on note simplement (u, ) pour (u*,%*) dans la suite.

On a:

1 1 —
TlyeeeyTpilly ) = exp | —= v — )T N, — .
p( 1Y) ETEWIE p( 2;( W =Y u))

Réécrivons la seule partie ou les x; apparaissent en fonction de fi et X :
n

i=1 =1

Et:

= T (2 — o) (@ — )"57)
= Tr (Z(xz— — ) (w; — /l)TZ‘1>
=1

=T (nE37) = T (S271).

@i =)' @i =) =Y (= )" @ — ) = AT g 4 2007 ey — TS )

Exercice 3 Analyse des propriétés basiques d’un estimateur. (%)

Supposons qu’on observe un échantillon 1, xs,...,7, € (R%)", ii.d. de distribution P. Soit
d:R%xR?* — R une fonction mesurant la ‘dissimilarité’ entre deux points de R%. On suppose que
d est symmétrique, c’est a dire que d(z1, x2) = d(x2, 1) pour tout choix de 21, x2. Nous cherchons &
estimer la dissimilarité moyenne entre deux points tirés aléatoirement et indépendamment suivant
la distribution P :

d(P,d) := Eq ppeprld(a,bd)]

sur la base de x1, xa, ..., z, (la notation a,b ~ P® P signifie que a et b sont deux échantillons tirés



indépendamment de la loi P). On suppose que Eq, . pgp[d(a,b)?] < 4oc.

Considérons 'estimateur :

1. Quel est le biais de 57

Solution : Par linéarité de ’espérance :

b(é) :=E[§] — 6
1 n n
= Eld(z;,2;)] - ¢
(2) i=1 j=i+1
Comme on a toujours ¢ #* j et que z1,...,T, sont i.i.d de loi P, on a toujours

E[d(z;,2;)] = 0. Donc :

6 est donc un estimateur non biaisé de §.

2. Quelle est la variance de 6 ? On l'exprimera en fonction de 02 = Var,, ~pEq,~p[d(z1, z2)]

et U% = Var(:vhwz)NP@P[d(ajlvx2)]'



Solution :  On peut, par exemple, appliquer la formules donnant la variance d’une
quantité multipliée par une constante et la formule donnant la variance d’une somme en

fonction des covariances des termes :

Var(9) : 22 Z Z Z Cov(d(zi,x;), d(xk, z1))

i=1 j=i+1 k=11l=k+1
On distingue trois cas :
— Si{4,j7} N {k,1} =0, alors Cov(d(x;, x;),d(zk, z1)) = 0.

— Sinon, si |{#,7} N {k,{}| = 1, alors par symétrie de d,

Cov(d(i,z;), d(wx, 71)) = CoVayp enpaprep(d(a,b),d(a,c))
= Eqp.c~popor(d(a,b),d(a,c) — [Eqp~per(da,b))]
= Eour[Epcnrer((da,b),d(a,c))]] = [Eqpmrer(d(a, b))
= Eo~pr[Esr[(d(a,b)|Ecvpld(a, 0)]] = [Eap~por(d(a, b))
= Eovr[Esp[(d(a,0))’] = [Eqpnper(d(a,b)))?

=o7.

7 Sil’lOI’l, {Z7j} = {kal} et Cov(d(xiaxj)vd(xkaxl)) = Var(d(xiaxj)) = O—g .

De plus, {i,j} = {k,l} pour exactement (g) quadruplets parmi les (2)2 quadruplets

considérés et |{3,j} N {k,I}| = 1 pour exactement :

n n

>N n—i—1+n—j+z‘—1+j—2=2(n—2)<;‘)

i=1 j=i+1
quadruplets parmi les (’;)2 quadruplets considérés (pour chaque choix de i et j on a
n—i—1lcasaveck =ietl#j,n—jcasaveck =jetl #1i,i—1casavecl=1iet
k#£jetj—2casavecl=7jetk#i).

Au final, on obtient :

n

Var($) := (2) _1[2(11 —2)o? 4 73]

3. Prouver l'inégalité de Markov : soit X est un variable aléatoire réelle positive, de moyenne



finie p et soit ¢ un réel strictement positif, alors :

p(X >1t) <

1=

Solution : Notons P la loi de X. Par définition :
uw=E[X]= / XdP

Soit ¢ > 0. Comme X est positive, on a toujours : X > 1x>:t, ot 1x> est la fonction

qui vaut 0 si X <t et 1 sinon. On en déduit par monotonie de ’espérance que :
1% Z /1X2ttdp = t/].XthP = tp(X 2 t)

Donc :

p(X >1t) <

*I=

4. Utiliser I'inégalité de Markov pour prouver l'inégalité de Chebyshev : soit X est un variable
aléatoire réelle de moyenne finie y et de variance finie o2 et soit ¢ un réel strictement positif,

alors :

2
g
p(IX —pl 2<%

Solution :  On considére Y = (X —u)?. Y est positive et d’espérance égale a la variance
de X (par définition), qui est finie et égale & o par hypothése. Soit ¢ > 0. t> > 0, on

peut donc appliquer 'inégalité de Markov & Y en t2. On obtient :

o2

p(X —p)* 2 #7) < 5.

Or (X — p)? > 2 est équivalent & | X — p| > ¢, donc les événements {(X — p)? > 2} et
{|X — u| > t} sont identiques et p((X — u)? > t?) = p(|X — pu| > t). On obtient donc

finalement :

0_2

pIX —ul20) < %

5. Utiliser I'inégalité de Chebyshev et les résultats des deux premiéres questions pour montrer

que 5 est un estimateur faiblement consistant de 4.



Solution : 4 est un estimateur faiblement consistant de § si et seulement si on a
) —p 0, c’est a dire que pour tout € > 0 :

lim p(|0(z1,...2,) — 8] >€) = 0.

n—-+oo

Soit € > 0 et n un entier supérieur ou égal a un. S(Ih ..., Ty) vérifie les hypotheses d’ap-
plication pour I'inégalité de Chebyshev, qu’on applique en t = € pour obtenir (en utilisant

les résultats des deux premieres questions pour exprimer l’espérance et la variance de

0) :
N7 2(n — 2)0? + 03]
' .

(@1, ) = 0] 2 ) < &

€

Le membre de droite de cette inégalité tend vers 0 quand n tend vers +oo (il est en
O(1/n)) et le membre de gauche est positif (puisqu’il s’agit d’une probabilité). On peut

donc appliquer le théoreme des gendarmes pour conclure que :

lim p(|0(z1,...2n) — 6] >€) =0.

n—-+oo

Exercice 4 Statistique asymptotique. ()

1. Montrer que la moyenne empirique est un estimateur fortement consistant de p pour un
échantillon X1, Xo, ..., X, i.i.d. de loi N'(u,0?), c’est & dire que la moyenne empirique tend

presque stirement vers (.
2. Montrer que ’estimateur usuel de la variance est fortement consistant.

3. Donnez une expression pour la distribution asymptotique de la norme L2 de la moyenne
empirique de vecteurs aléatoires X1, Xo, ..., X,,, i.i.d. de loi P. On suppose que les moments

d’ordre 1 et 2 de P existent.

Exercice 5 Intervalles de confiance. (%)

On considere des variables aléatoires rélles X1, Xo,..., X,, i.i.d. de loi P et de variance :

Var(P) = 02 < +o0.

On suppose de plus que X;, Xs,..., X,, prennent leur valeurs dans intervalle [0, 1] et que la
fonction de répartition de P est continue.

On définit un intervalle de confiance asymptotique pour E(P) de niveau 1 — «, pour « €]0; 1],



comme une région (i.e. un sous-ensemble) R,, de la droite réelle telle que :

lim p(E(P)€R,)>1—q.

n——+oo

1. En vous appuyant sur le théoreme de la limite centrale, donnez I’expres-

sion d'un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « pour E(P)
utilisant l'estimateur de la moyenne empirique g = %2?21 X; et prouvez
que lintervalle proposé est effectivement asymptotiquement de niveau 1 — a.



Solution : X, X5, ..., X,, vérifient les conditions d’application du théoréme de la

limite centrale, qui donne :

V(X1 Xa, ., Xp) = B(P)) =4 N(0,02). (1)

Ce résultat suggere de considérer un intervalle de confiance de la forme :

R, =

[ﬂ - Uq(l\;ﬁa/Q) e aqij%/2)} |

ou pour tout a €]0; 1], g(a) est le quantile d’ordre a de N'(0,1). On a, en effet :

E(P)€ R, < —-E(P) € {[H ‘”15%2);,1+ 0‘1(1\/;/2)]

& Vn(jii — E(P)) € [oq(a/2);0q(1 — a/2)].

et :

PX~N(0,02) (X €Jog(a/2);oq(l —a/2)) =1 — /2 —a/2=1—q

Cependant, pour obtenir un intervalle de confiance calculable directement a partir de

X1, ..., X,, il nous faut un estimateur pour o. Prenons par exemple :

Il reste a prouver que :

lim p(E(P)eR,)>1—q.

n—-+o0o

Commencons par prouver que § converge bien en probabilité vers ¢. Considérons les
variables aléatoires Y; := X?2. Comme les variables Y; sont i.i.d., E(Y;) = E(P)? + 02 <
+oo et ¥; = |Y;], la loi forte des grands nombres s’applique, donnant %Z?:l Xi2 —a.s.

E(P)?+ 0% et donc 3" | X2 —, E(P)? + o2

n

10




Solution :  (Continuée)

D’autre part la loi forte des grand nombres appliquée aux variables X; suivie du théoreme
sur les transformations continues appliqué au cas de la fonction x — 2, donne 2 —, .
E(P)? et donc i* —, E(P)%

De plus, on voit immédiatement en revenant a la définition de la convergence en proba-
bilité que Z,, —, Z et T,, —, T implique que Z, + T, —, Z + T pour tout choix de
Zn,Z,T,,T. On en conclut que §* = (L Y | X2) — 42 —, E(P)? 4+ 02 — E(P)? = o2
On applique encore une fois le théoréme sur les transformations continues, cette fois pour
le cas la fonction o — /T qui est continue sur le support de § (i.e. RT), pour finalement

obtenir :

§pVol=0 (2)

V(A—E(P))

Notons F,, la fonction de répartition de et F = ¢! la fonction de répartition

de N(0,1).

On a, d’une part :

et donc :

p(E(P) € Rn) = Fu(q(1 — «/2)) — Fu(q(a/2)). 3)

Et, d’autre part, en appliquant le théoréme de Slutsky sur la base des résultats (1) et

(2),0on a:
VGBI o, 0

La continuité de F,, se déduit de la continuité de la fonction de répartition de P. Le

résultat (4) donne alors que pour tout z € R :

lim F,(z) = F(x).

n—-+oo

Appliqué a (3), cela donne que :

lim p(E(P)€R,)=F(q(1-a/2)—F(q(a/2))=1—-a/2—a/2=1-—q.

n——+00

Donc R,, est un intervalle de confiance asymptotique pour E(P) de niveau 1 — a.

11




2. En vous appuyant sur I'inégalité de concentration de Hoeffding (https://fr.wikipedia.
org/wiki/In%C3%A9galit}C3%A9 de Hoeffding), donnez lexpression d’un intervalle de
confiance (non-asymptotique) de niveau 1 — « pour E(P) (toujours sur la base de ji) et

prouvez que l'intervalle proposé est de niveau 1 — a.

Solution : X;, X5, ..., X, vérifient les conditions d’application de l'inégalité de
Hoeffding, qui donne pour tout ¢t > 0 :

2t2
>t <2exp| —— .
n

Soit ¢ > 0. En divisant par n et en utilisant la linéarité de I'intégrale, on obtient que :

e X —E(CSE Xi)| >t si et seulement si |[i — E(P)| >

k2
o

p (ﬂE(P)| > :L) < 2exp (f) .

Pour obtenir un intervalle de confiance de niveau 1 — a, il nous faut identifier une région

On en déduit que :

R de la droite réelle telle que p(E(P) € R) > 1 — a.

2%
n

n_ ﬂ_\/—log(é’);ﬂ+\/—10g(§’)
2n 2n

En prenant a = 2exp (— ), c’est a dire t = /-3 log (%), on voit que la région :

convient.

3. Comparez la largeur des intervalles obtenus par les deux méthodes et commentez.

Solution : Les deux intervalles de confiance que I'on a proposé sont centrés sur i et
symétriques de part et d’autre de ji, ils different donc uniquement par leur largeur.
En utilisant la symmeétrie de la loi normale, on obtient que la largeur de l'intervalle de

confiance obtenu avec le théoréme de la limite centrale est de :

troy = 20— a/2) —qa/2)) _ 254(1 — a/2)
v N

celle de l'intervalle de confiance obtenu avec l'inégalité de Hoeffding est de :

tr e —2log (%) '

n

12
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Solution :  (Continuée)

On voit que la dépendance & la taille de ’échantillon est en O(1/4/n) dans les deux cas, ce
qui correspond a la vitesse de convergence statistique usuelle en ’absence d’hypotheses
de régularité particulieres.

Une premiere différence importante est que la largeur de 'intervalle de confiance obtenu
avec le théoréme de la limite centrale est proportionnelle a I’écart-type (estimé) de P (elle
s’adapte & la variance de P), la ot Papproche basé sur I'inégalité de Hoeffding n’utilise
que le fait que les variables soient bornées. L’écart-type peut en général étre estimé de
maniere fiable pour des n raisonnables et I'intervalle obtenu avec le théoréeme de la limite
centrale devrait donc typiquement étre plus précis (et beaucoup moins conservateur),
dans le cas o la distribution P est concentrée sur une petite portion de I'intervalle [0; 1].
Notons cependant qu’il est possible de développer des inégalités de concentration prenant
en compte la variance de la distribution (moyennant certaines hypothéses de régularité)
et que pour aller plus loin, il serait intéressant de comparer la largeur d’intervalles de
confiances obtenus sur la base de ces inégalités a {rcry,.

Pour comparer les deux approches de maniéres équitable au-dela de cette premiere diffé-
rence, on peut considérer le cas ou la variance est maximale pour des variables aléatoires
sur [0;1]. La variance dans ce cas est de 1/4 (cf. I'inégalité de Popiviciu, saturée par
une distribution discréte prenant les valeurs 0 et 1 avec probabilité 1/2), conduisant a

un écart-type de 1/2. a est typiquement relativement petit et il parait donc naturel de

considérer I’équivalent asymptotique ¢(1 — x) ~,_.g+ v/—2log(z), qui nous donne :
—2log(%)
lror ~ TQ =Ly

On voit que dans le cas d’'une distribution de variance maximale, les deux approches
donnent des intervalles de confiance de largeur asymptotiquement équivalentes quand la
précision 1 — « de lintervalle de confiance tend vers 1 (attention, notez que le terme
asymptotique ici réfere & a et pas au cadre statistique considéré, n étant fixe). Cette
équivalence asymptotique ne doit pas masquer cependant des différences non négligeables
pour des valeurs de « utilisées en pratique et une analyse plus poussées pourrait étre
utilisée pour montrer que 'intervalle obtenue par I'inégalité de Hoeffding est toujours le
plus conservateur. Par exemple, pour des intervalles de confiance & 95% et & 99% —méme
dans le cas d’'une distribution de variance maximale—!’intervalle obtenu avec 'inégalité
de Hoeffding est respectivement environ 1.4 et 1.3 fois plus large que l'intervalle obtenu
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avec le théoréme central limite.




