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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction
1. Notions de bases sur les preuves

2. Algebre linéaire

4. Probabilités
5. Statistique

Discussion
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Statistique

. Cadre général

. Statistigue non-asymptotique: biais, variance, risque et

concentration

. Statistique asymptotique
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Modes de convergence

X,, >4 X sl1et seulement si
lim  E[f(X,)] = E[f(X)

n—r—+00
pour toute fonction f a valeurs réelles, continue et bornée

e Convergence en loi

Définition équivalente pour des variables aléatoire reelles:

lim Fx, (x) = Fx(z) en tout point X ou F'x est continue
n— -+ 00
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Modes de convergence

& Xn %CL.S. X
e Convergence presque slre ou presque partout

P( lim Xn:X):l

n—-+o0o

* Convergence en probabilit¢ X, — X
Ve >0, lim P(|X,—X|>¢)=0

n—-+0o0o

e Convergence en moyenne quadratique Xn =g, X
lim E[X, — X|*]=0

133 n— -4+ oo



Lol forte des grands
nombres

X1, Xq,... variables aléatoires 1.i.d.

(ii) (The SLLN). A necessary and sufficient condition for the existence of a
constant ¢ for which

1 n
) Xi —aus. (1.81)
n 1=1

is that F|X1| < oo, in which case ¢ = F X,

134



Theoreme de la limite
centrale

(Multivariate CLT). Let Xi,..., X, be ii.d. random k-
vectors with a finite ¥ = Var(X;). Then

% f:(x,,; CEXy) —y No(0.). 1
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Transformations continues
et theoreme de Slutsky

Theorem 1.10. Let X, X, X5, ... be random k-vectors defined on a prob-
ability space and g be a measurable function from (RF,B¥) to (R!, B!).
Suppose that g is continuous a.s. Px. Then

(i) Xn —a.s. X implies g(Xy) —a.s. 9(X);

(ii)) X, —p X implies g(X,) —p g(X);

(iii) X,, —¢ X implies g(X,) —q g(X). 1

Theorem 1.11 (Slutsky’s theorem). Let X, X1, Xo, ..., ¥7,Y5,... be ran-

dom variables on a probability space. Suppose that X,, —4 X and Y,, —, c,
where c is a fixed real number. Then

(i) X, +Y, %dX—I—C;
(iil) X,/ Y, —q X/cif ¢ # 0.
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Delta method

Soit X1, Xo, ... and Y des vecteurs aléatoires de dimension k£, tels que :
an (X, —c) =q Y,

pour ¢ € R” et (a,) une suite de nombres positifs tendant vers 4+oco. Alors pour
toute fonction g : R¥ — R différentiable en ¢, on a:

anlg(Xn) — g(c)] —=a [Vg(o)]"Y.
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Statistique

. Cadre général

. Statistigue non-asymptotique: biais, variance, risque et

concentration

. Statistique asymptotique
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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction
1. Notions de bases sur les preuves

2. Algebre linéaire
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5. Statistique
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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction

1. Notions de bases sur les preuves
2. Algebre linéaire

3. Optimisation

4. Probabilités

5. Statistique

Discussion
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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Descente de gradient

Pas fixe

Input: g € R”, f : R™ — R de classe C', pas fixe v > 0.

[teration: xp11 =z — YV f(xk)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Set of Acceptable
Stepslzes Unsuccessful Stepsize
Triats

Stepsize ok = s

\

f(x® + oed) - f(xK)

— o o o -
_—-—-‘

oo Vi(xK)'dK

o VH{xK)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

Convergence

Soit (xx) la suite des points générés par I'algorithme de descente de gradient
avec pas choisi par la regle d’Armijo. Alors, tout point limite (i.e. valeur
d’adhérence) de (x1) est un point stationnaire.

De plus, si x* est le seul point stationnaire de f dans un ensemble ouvert, il
existe un ensemble ouvert S contenant x* tel que si il existe kg tel que z, € 5,
alors xp € S pour tout k > kg et xp, — =*.

Vitesse de convergence ?
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

X2
Feasible
directions at x

1

el Constraint set X
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection




Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt
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Optimisation stochastique

Contexte : minimisation du risque empiriqgue pour une fonction de
co(t “séparable par point de donnée”

Ra(w) = -3 filw)

Descente de gradient stochastique
wi € R? given

W1 < WE — Oékaik (wk)

7 J. is chosen randomly from {1,...,n} and oy is a positive stepsize
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Optimisation stochastique

Exemple de garantie de convergence

(cf. Bottou, Curtis et Nocedal (2018) Optimisation Methods for Large-Scale Machine Learning)
Si

©.@, ®.@,
E ap = oo and E af < 00

Assumption 4.1 (Lipschitz-continuous objective gradients). The objective function F :
R? — R is continuously differentiable and the gradient function of F, namely, VF : R? — R%, is

Lipschitz continuous with Lipschitz constant L > 0, 1.e.,

IVF(w) — VF(@)||2 < Ll|lw -2 for all {w,w} c RY.

plus des conditions de régularité pas tres contraignantes

Alors

VE (w35 =0
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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5.

Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes

Analyse convexe et dualité

Analyse des algorithmes d’optimisation

Bonus : optimisation et algebre linéaire
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Normes de vecteurs

B 6=0%(-&%W $#O ' % | -$ (5T7#+ BHSY& '%&(-6 -' "5$ "# 6&T78:-%8 *)&*#)'-#$

D/ #: # & E 6&) 5%< 4#('&)"' ! ' 9 5%#: #F E -6 5%+ &%7< B /
| ##F #I# #68&) 5%< 4#(&) ' | ' 5%+ 5%< $(578)' |
G/# H;#(#:#H# #6&) 5%< 4#(&)$9; ' ! '/
L # g
= g "4 H
o

#oth FUIHI U HSSH I ! | |
i Si Q est une matrice orthogonale

#H#,F ITHIZHSSHIFFE % 1Qx!, = Ix!l,

i F 52 1y
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Normes de matrices

A matrix norm is % -,26"#2"#"?1 ' ' $ | "0%" 0%$ "0) -'&&'7TH21 *)*"#)$?
% H"& @ - %2# ' ' 50234#" A@ # %23 2&+#HA @
% '$H#" A (S("#" -* %2+ | " [%"*#4 # %23 $6%8ER0*
% % B%")" #"B"%' - %2+! | " [%"#6)$# %23%
11 I 11
"#" A S A /%4 "#1" —
;$1 T 4l # Al =1
1] 0/0"l |
$° F
11 1 ' )
I"1g 5 # W& & Al = 12+ 34412
g g Al 1 T
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Application de |la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

Ty
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Application de |la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

Ty

Elements propres deA" A et AAT 7
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Moindre carrés linéaires

AV =UX Alvy..vr..v,

|
£
S
§
S
3

c(A™) C(A)

dim r

row space

column space
all vectors ATy P

all vectors Ax

re

nullspace
Az =0

left nullspace
ATy =0

N(A)
dimension n — 7

N(AT)
dimension m — r
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5.

Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes

Analyse convexe et dualité

Analyse des algorithmes d’optimisation

Bonus : optimisation et algebre linéaire
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