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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction

1. Notions de bases sur les preuves
2. Algebre linéaire

3. Optimisation

4. Probabilités

5. Statistique

Discussion
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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Optimisation sans
contraintes

f:R"— R

min f(x) ?

I

x* est un minimum global de f ssi pour tout x € R", f(z*) < f(x)

r* est un minimum local de f ssi il existe un ensemble ouvert U C R"
contenant z* tel que pour tout x € U, f(z*) < f(x)
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Analyse

Concept central lim f (CU) =17
r—rQa

Notions de base de topologie

Dans R", La boule fermée B¢ (x,€), centrée sur x et de rayon € associée a la
norme Fuclidienne est ’ensemble des points y de R"™ tels que ||z — y|l2 < €

Dans R", La boule ouverte B,(x, €), centrée sur x et de rayon € associée a
la norme Euclidienne est ’ensemble des points y de R" tels que ||z — yl||2 < €

U est un ouvert de R" ssi U C R" et pour tout = dans U, il existe € > 0,
tel que Bf(z,e) C U.

U est un fermé de R" ssi son complément dans R"™ est un ouvert de R"
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Jacobienne, gradient

f:UcCR"— R™, de classe C!

Dérivée partielle f C TS (fl (33)7 f2 (Qj)7 e fm (x))

(9]01 : (CLl, o 70%) s lim fz-(al, ceey5—1,0Q4 + h, Qj41y-- .an) — f,,;(al, ceeyQgy .. ,CLn)
(9a:j h—0 h
Matrice Jacobienne (transposée du gradient si m=1) - df . afi |
 Vf dx oz,
of of |
J=|- con —— | = ; = : . :
dxq ox,, ' ' ' -
- VT .f"l - af"? afn)
| Oz Oz,

“Chain rule”

Jig(a) = Jz(g(a))Jy(a),
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(z*) =0
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Analyse

Hessienne

f:UCR"—R

d* f O* f o f
& 2 dry Oz Oy Oxy,
8° f a° f 8 f

)

V2f — H(f) - Oza O, xa® dxroOxy,

> f 9 f o
O;Z'n 01’-1 Ol’n O‘EQ a;r-n ‘
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(xz*) =0

At(x) = x13 (convex) b () = - 1xi3

|

x*=0

ﬁo

Conditions nécessaires, second ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U C R”
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V2 f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R" contenant z, si Vf(z*) = 0 et si

V2 f(x*) est définie positive, alors z* est un minimum local.
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Existence de minimum

Théoreme de Weierstrass

Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné de R", alors
f admet un minimum global.

Théoreme

Si f est définie et continue sur R" et coercive (i.e. f(xr) — 400 when
||| — +o00, alors f admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de

R™.

Théoreme

Si f est convexe et minorée, alors f admet un minimum global.
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Convexitée

L’ensemble X est convexe ssi pour tout z, y dans X, le segment [z,y] :=
{tr + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout ¢t € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

Si I'inégalité est stricte pour t €]0, 1|, la fonction est dite strictement convexe.
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| | y | u
Unicite du minimum
Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe

X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(x*) = 0 est équivaut a x* est un minimum global de f
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Convexitée

Reconnaitre une fonction convexe
- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur I'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur I'intérieur de X, f
est strictement convexe. (X = domf)
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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Optimisation sous
contraintes

: : (ci(a:'):(), 1€ &
min f(xz) subject to < e(x) >0, i€l

\

A ={x € R" | pour tout 2 € £, ¢;(z) =0, pour tout j € Z, ¢c;(x) > 0}

x* est une solution locale du probleme ssi ™ € () et il existe un ensemble
ouvert U C R" contenant x* tel que pour tout x € U N, f(z*) < f(x)
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’égalité

T2+ x5 =2

Condition nécessaire
d’optimalité

Vf(x™) =A]Ver (x™).

™

VCI

.
.
.

X

Vcl p

vf

vf
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Condition nécessaire
d’optimalite: intuition

J 11, T2 — 21 + T2

Cas d’une seule
contrainte d’inégalité

T3 4+ x5 < 2

Condition nécessaire
d’optimalité

Vf(x™) =A]Ver (x™).

Aic1(x™) = 0.
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Condition nécessaire
d’optimalité: cas géneéral

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

V.L(x™, A*) =0,
ci(x™) =0,
ci(x*) >0,

A7 >0,
Aci(x*) =0,
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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| y 4
Dualite
Probleme considéré

minimize f(x)

subject to x € X, gi(x) <0, g=1,...,7
f:R"—= R
ngRn%R
X CR"”
f* = inf f(x).
TEX

g;(2)<0,7=1,....7

—00 < f* < 400

I1 existe z*, tel que f(x*) = f*
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Dualite

Lagrangien associé au probleme

L(z,p) = f(z) + Zujgj(ﬂ:) = f(z) + Wg(x).
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Dualite

Fonction duale Q(N) — xlgg{ L(I’, /J') '

Probleme dual
maximize q(u)

subject to p >0, # € D,

D = {p|q(p) > —oo}.

Proposition 5.1.2: The domain D of the dual function g is convex
and ¢q is concave over D).

Résultats

Proposition 5.1.3: (Weak Duality Theorem) We have

q* S. f*_
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Dualite

Dualité forte et qualification des contraintes

Example :

Si f est convexe et les contraintes g; sont lincaires, alors il n’y a pas d’écart
dual: ¢* = f*

85



—i
Z

Qn!rm,‘/!; } fL :
il A - l‘-’.'}{'é?
s

—l--
: Z
H={zw) I =w+ X, 10z}

Set of pairs (g(x),f(x)) corresponding to x
that minimize L(x, u*) over X
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Dualite

Proposition 5.1.5: (Optimality Conditions) (z*, u*) is an opti-
mal solution-Lagrange multiplier pair if and only if

z* € X, g(z*) £0, (Primal Feasibility), (5.4)

p* > 0, (Dual Feasibility), (5.5)

T* = arg }E;Iél;(l L(z, u*), (Lagrangian Optimality), (5.6)
prgi(z*) =0,  j=1,...,m (Complementary Slackness).

(5.7)
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Dualite

Perspective plus générale sur la dualité en optimisation convexe (et notamment la dualité
Lagrangienne comme cas particulier de la dualité de Fenchel)

Chapter 3 from Ekeland, I., & Temam, R. (1999). Convex analysis and variational problems. SIAM

Références generales sur I'optimisation et I’analyse convexe
Boyd, S. P., & Vandenberghe, L. (2004). Convex optimization. Cambridge university press.

Rockafellar, R. T. (1997). Convex analysis. Princeton university press.
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Set of Acceptable
Stepslzes Unsuccessful Stepsize
Triats

Stepsize ok = s

\

f(x® + oed) - f(xK)

— o o o -
_—-—-‘

oo Vi(xK)'dK

o VH{xK)

92



Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zp e R*, f:R®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0o < 1.

[teration : xp11 = 1 — ax Vf(xg)

ap = B"Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(z) = f(@pg1) > 0B sV f(zk)' V()
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Descente de gradient

Convergence

Soit (xx) la suite des points générés par I'algorithme de descente de gradient
avec pas choisi par la regle d’Armijo. Alors, tout point limite (i.e. valeur
d’adhérence) de (x1) est un point stationnaire.

De plus, si x* est le seul point stationnaire de f dans un ensemble ouvert, il
existe un ensemble ouvert S contenant x* tel que si il existe kg tel que z, € 5,
alors xp € S pour tout k > kg et xp, — =*.

Vitesse de convergence ?
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

X2
Feasible
directions at x

1

el Constraint set X
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt
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Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection




Presence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2 e R™, f: UCR"” >R declasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk1+1 = pk(ﬁmks)

pe(r) = |z — rVf(xk)|u et my plus petit entier m tel que

f(xr) = f(xps1) > oV f(ze)" (x) — Tt
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Optimisation

Optimisation sans contraintes
Optimisation sous contraintes
. Analyse convexe et dualité

. Analyse des algorithmes d’optimisation
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