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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction

1. Notions de bases sur les preuves
2. Algebre linéaire

3. Optimisation

4. Probabilités

5. Statistique

Discussion
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions lineaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Angles et orthogonalité

Définition: dans un espace vectoriel reel (i.e. K= R), un
produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique

définie positive
ExE — R
(v,w) = (v]w)

Forme : (]):
Bilinéaire : linéaire en v pour w fixé et en w pour v fixé
Symétrique : Pour tout v,w € E*, (v | w) = (w | v)

Définie positive : Pour tout v € E\ {0g}, (v | v) > 0
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Angles et orthogonalité

Norme associée au produit scalaire : ||v]| = /(v | v)
Exemple: produit scalaire et norme Euclidienne sur R"
Vecteurs orthogonaux: si et seulement si (v | v) =0
Famille orthogonale:

(vi)ier, telle que pour tout (i,5) € I?, i # 4, (v | v;) =0

Famille orthonormale: famille orthogonale telle que
pour tout ¢ € I, ||v;]| =1
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Angles et orthogonalité

Théoreme : une famille de vecteurs orthogonaux est libre

Comment construire des familles orthonormales?

Gram-Schmidt procedure : étant donné k vecteurs indépendants (a1, as,...,ar) €
E* ., trouver des vecteurs orthonormaux (q1, ga, . . . , ax ), tels que pour tout r < k,
(91,92, - - -,q,) soit une base orthonormale de Vect(ai,as,...,a;)

e step la. ¢1 ;= a;
e step 1b. ¢1 := ¢1/||q1|| (normalize)

e step 2a. G» := as — (qi az)q; (remove g; component from as)

e step 2b. ¢2 := G2/||@2|| (normalize)

e step 3a. G3 := a3z — (qi az)q1 — (gt a3)qs (remove qi, g2 components)
e step 3b. ¢3 := ¢3/||q3|| (normalize)

® ctc.
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Orthogonalite
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Gram-Schmidt et factorisation QR

11 Ti2 - Ti1k
B 0 7o T2k
ia1 as - -- akl—i@1 qa2 - le : :
A Q 0 O Lk
R

K : rang de |la matrice A

Ti; = q,L-Taj Calculé durant Gram-Schmidt

Une matrice est dite semi-orthogonale si ces colonnes sont orthonormales.
Si Q est une matrice semi-orthogonale de taille m x k, alors Q7 Q = I,

Une matrice semi-orthogonale carrée est dite orthogonale.
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Angles et orthogonalité

Intérét ?

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit scalaire
(.].)etV =(vy,...,v,) une base orthonormale de F. Alors, pour tout v € FE,

n
v = Z (v | v;)v;.
i=1
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Décomposition en valeurs singulieres

Etant donné une matrice rectangulaire quelconque

(a coefficients reels)

Quelle transformation linéaire représente-t-elle ?

Par exemple : M =

~ A
Qo Ot DO
© O W
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Décomposition en valeurs singulieres

B 7] B 7 ‘0.1

AV =UX Al vy..vr.. 0,

|
£
S
§
S
3
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Flashback: interpretation des
operations matricielles

cij = a; b; = (a;, b))

C=[ci-cy | =AB=[ Ab,--- Ab, |

cl alB
C — : — AB — :

~T ~T

Crn | I a,, B ]




Décomposition en valeurs singulieres

- o1
AV =UX Al vy Vpr ..V | = | U .. Up Um o
0
a_
T - * Ax
vt 3 U

53




Espaces associés a une matrice

AV =UX

A ’v]_..vr..

e
3
I
£
S
§
S
3

dimension n — 7

C(AT) C(A)

dimr

row space

column space
all vectors ATy B

all vectors Ax

nullspace
Az =0

left nullspace
ATy =0

N(A
(A) N(AT)
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Espaces associés a une matrice

AV =UX A V1 ..UVpr..0Up

I
£
S
§
S
3

0 0 |
1 2 3
Par exemple : M = 4 5 0
7 8 9
—.21 —89 41 —.48 —.97 —.60
U~ | —.52 —-.25 —.82 V[ .78 08 —.62
—.33 .39 41 41  —-.82 41

(01 09 03)%(16.85 1.07 O)
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Theoreme spectral

Si S est une matrice symétrique, réelle de taille m x m, alors il existe une
matrice orthogonale réelle () de taille m x m et une matrice diagonale réelle A

de taille m x m telles que S = QAQ?.
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Positivite

Une matrice symétrique réelle est dite définie positive, noté S > 0 ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Une matrice symétrique réelle est dite semi-définie positive, S > 0, ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Relation d’ordre sur les matrices symeétriques réelles:
S1 < 859s8815,—571>=0

et

Sl jSQ SSiSQ—Sl EO
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Diagonalisation

Soit A une matrice a coefficients réels de taille m x m. X € C est une valeur
propre de A ssi il existe v € C™, non-nul, tel que Av = A\v, i.e. I'image de v par
A est dans la méme direction que v. Un tel v est appelé un vecteur propre de
A associé a la valeur propre .

suppose v1,...,V, Is a linearly independent set of eigenvectors of
A e R"™
A’IJQ;:AZ'UL', izl,...,n

express as
] . . A
Diagonalisation !
g A[’Ul vn}:[’vl Un}
An
define T'=| vy --- v, | and A =diag(A,..., ), s0
AT =TA
and finally
T AT = A
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Forme canonique de Jordan

any matrix A € R"*™ can be put in Jordan canonical form by a similarity
transformation, i.e.

-
T AT = J =
Jq
where _
V|
J; = 1 e
is called a Jordan block of size n; with eigenvalue A; (so n = >_7 . n;)
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Déeterminant et trace

A matrice carrée n X n

det(A) = Z (Sgn(U)fIai.m) ,
i—1

o=S,

sgn(o) est la parité du nombre d’élement dans une décomposition de o en
une séquence de transpositions (échange de deux éléments).

det(AB) = det(A) det(B)
Tr(A) =) a;; Tr(AB) = Tr(BA)
1=1
TI'(AlAQ - Ak) — TI'(AQA?) “ . AkAl) — s = Tr(AkAlAg - . Ak—l)
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Polynome caractéristique et
theoreme de Cayley-Hamilton

Cayley-Hamilton theorem: for any A € R"*"™ we have X(A) = 0, where
X(s) =det(sl — A)

Corollaire : pour tout entier naturel p, A? € Vect(I, A, A%, ..., An—1

61



Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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Plan du cours (prévisionnel)

Introduction

1. Notions de bases sur les preuves
2. Algebre linéaire

3. Optimisation

4. Probabilités

5. Statistique

Discussion
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Optimisation sans
contraintes

f:R"— R

min f(x) ?

I

x* est un minimum global de f ssi pour tout x € R", f(z*) < f(x)

r* est un minimum local de f ssi il existe un ensemble ouvert U C R"
contenant z* tel que pour tout x € U, f(z*) < f(x)
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Analyse

Concept central lim f (CU) =17
r—rQa

Notions de base de topologie

Dans R", La boule fermée B¢ (x,€), centrée sur x et de rayon € associée a la
norme Fuclidienne est ’ensemble des points y de R"™ tels que ||z — y|l2 < €

Dans R", La boule ouverte B,(x, €), centrée sur x et de rayon € associée a
la norme Euclidienne est ’ensemble des points y de R" tels que ||z — yl||2 < €

U est un ouvert de R" ssi U C R" et pour tout = dans U, il existe € > 0,
tel que Bf(z,e) C U.

U est un fermé de R" ssi son complément dans R"™ est un ouvert de R"
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Jacobienne, gradient

f:UcCR"— R™, de classe C!

Dérivée partielle f C TS (fl (33)7 f2 (Qj)7 e fm (x))

(9]01 : (CLl, o 70%) s lim fz-(al, ceey5—1,0Q4 + h, Qj41y-- .an) — f,,;(al, ceeyQgy .. ,CLn)
(9a:j h—0 h
Matrice Jacobienne (transposée du gradient si m=1) - df . afi |
 Vf dx oz,
of of |
J=|- con —— | = ; = : . :
dxq ox,, ' ' ' -
- VT .f"l - af"? afn)
| Oz Oz,

“Chain rule”

Jig(a) = Jz(g(a))Jy(a),
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(z*) =0
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Analyse

Hessienne

f:UCR"—R

d* f O* f o f
& 2 dry Oz Oy Oxy,
8° f a° f 8 f

)

V2f — H(f) - Oza O, xa® dxroOxy,

> f 9 f o
O;Z'n 01’-1 Ol’n O‘EQ a;r-n ‘
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(xz*) =0

At(x) = x13 (convex) b () = - 1xi3

|

x*=0

ﬁo

Conditions nécessaires, second ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U C R”
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V2 f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R" contenant z, si Vf(z*) = 0 et si

V2 f(x*) est définie positive, alors z* est un minimum local.
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Existence de minimum

Théoreme de Weierstrass

Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné de R", alors
f admet un minimum global.

Théoreme

Si f est définie et continue sur R" et coercive (i.e. f(xr) — 400 when
||| — +o00, alors f admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de

R™.
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Uniciteé du minimum ?



