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Presentations

e A propos de moi: Thomas Schatz, maitre de conféerences,
recherche a I'intersection entre apprentissage non-
supervise de représentations en |A et études du
développement de la perception chez le bébé en
sciences cognitives

e A propos de vous: nom, prénom, formation en
mathématique apres le bac, ce que vous envisagez de
faire apres le M2?



Questions pratiques

Calendrier des cours sur le site IAAA + ENT AMU
Questions, etc. mattermost M2 |IAAA, canal MIA

Matériel de cours sur mon site web (https://thomas.schatz.cogserver.net/teaching/)

Evaluation:
e 1 point : scribe pour une séance

e 5 points : moyennes des exercices a rendre en debut de chaque séance
(information sur le site du cours)

e 14 points : terminal lors de la derniere séance (en deux parties notées
separement pour des raisons techniques), duree TBD

e Questions ?


https://thomas.schatz.cogserver.net/teaching/

Pourquoi ce cours?



Plan du cours (prévisionnel)

Introduction

1. Notions de bases sur les preuves
2. Algebre linéaire

3. Optimisation

4. Probabilités

5. Statistique

Discussion



Preuves mathématiques

Méthode générale

1. Formaliser les hypotheses et le résultat a prouver
e |dentifier les objets mathématiques impliqués et les nommer
e Appliquer les définitions formelles des notions impliquées

2. Montrer que les hypotheses impliquent logiquement le résultat

o Utiliser uniquement les théoremes établis (et les axiomes de la théorie dans laquelle on travaille,
par exemple les axiomes usuels de la théorie des ensembles) €t les régles du raisonnement Iogique

e Trouver les idées de preuve en réfléechissant a partir d’exemple particuliers,
par analogie etc.

Exemple: prouver que la somme de deux nombres impairs est paire



Différents types de preuves

e Nombre limité de motifs de preuves basiques

* Preuve directe, par disjonction des cas, par récurrence,
par I’absurde, par contraposition, par contre-exemple
(exercice 1.1)

e Composeés hierarchiquement pour construire des preuves
plus complexes (exercice 1.2)

 Motifs qui reviennent souvent, souvent associés a un
domaine donne, e.g. arithmétique, théorie des ensembles,
algebre linéaire, analyse, probabilités... (exercice 1.3)



Language logico-mathematique

Connecteurs logiques, quantificateurs, théorie des ensembles

A, V,, =, & V,4,d! 2e€eB ECFEUFENFE\F
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 Devlin, K. J. (2012). Introduction to mathematical
thinking.

e PDF et plus de références sur la page du cours
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Algebre linéaire
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalité

4. Structure des applications linéaires
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalité

4. Structure des applications linéaires
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Objets mathématiques

Types d’objets en mathématiques nombres entiers, fractionnels,
réels, complexes, fonctions, ensembles, distributions de probabilité...

Comme en informatique mais souvent plus idéalisé (par
exemple nombre réels vs nombre IEEE floating point)

Qu’est-ce gu’une fonction en mathématiques ?
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Fonction en mathematiques

e Qu’est-ce gqu’une fonction en mathématiques ?

f=(EF,G) GCEXF
Pour tout x € F, il existe un unique y € F, tel que (z,y) € G

* Notation . = a
z —  f(z)

e Exemples

R° —» R R — R

+ exp : .
T,y = T+Y r e
v - Cl(R”,R) — CO(R”,R”)
' f —> Vf
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Fonction linéaire

e Objet central de I’'algebre linéaire (du point de vue conceptuel)
e |dée générale: fonction qui préserve les combinaisons linéaires

e Définition formelle

b F

—
f : est une fonction linéaire si et seulement si
r — f(x)

E et F' sont des espaces vectoriels sur un meme corps K et pour toute paire
de scalaires (o, 3) € K? et toute paire de vecteurs (u, v) € E?,

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v)
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Espace vectoriel
Définition

(B 4.) +: E* — FE | KxFE — E

x,y — T+y a,r = Q.r

est un espace vectoriel, si et seulement si K est un corps et

Il existe O € E, tel que
Pour tout (u,v,w) € E,

Pour tout (o, 8) € K? u+ (v+w)=(u+v)+w associativité
Il existe u~=! € E, tel que

u+v=v-+u commutativité
u+0g =u élément neutre
u+u"t=0g inverse
a.(B.u) = (af).u compatibilité
(a+ B)u = a.u + B.u distributivité
a(u+v) =a.u+ av distributivité

lg.u=1u identité multiplicative
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Espace vectoriel

Exemples
e espaces Euclidiens R"
e espaces Hermitiens C"

e espace des fonctions continues sur [av b] CR
a valeurs réelles C%[q, b], R)
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Fonction linéaire

e Objet central de I’'algebre linéaire (du point de vue conceptuel)
e |dée générale: fonction qui préserve les combinaisons linéaires

e Définition formelle

b F

—
f : est une fonction linéaire si et seulement si
r — f(x)

E et F' sont des espaces vectoriels sur un meme corps K et pour toute paire
de scalaires (o, 3) € K? et toute paire de vecteurs (u, v) € E?,

flau+ Bv) = af(u) + Bf(v)
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Notions elementaires sur les espaces
vectoriels
Définition (Vect)

Espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs (v;);cr € E':

Vect((v;)icr) {Z AiV; | Jicr € K d , with finitely many \; different from zero}

el
Définition (indépendance linéaire)
v € E est linéairement indépendant de (v;)icr € E! si et seulement si v
n’appartient pas a Vect((v;)ier)-

Définition (famille libre)
Une famille de vecteurs (v;);er € E! est dite libre si et seulement si pour

tout j € I, v; est linéairement indépendant de (v;);cn 51-
Définition (bas.e)b
(v;)icr est une base de E si et seulement si (v;);c; est une famille libre de F
telle que £ = Vect((v;)icr) (i-e. la famille (v;);c; engendre E).
Définition (dimension finie)
Un espace vectoriel E est dit de dimension finie si et seulement si il existe
une base de E' de formée d’un nombre fini de vecteurs.
Théoreme (dimension)
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, il existe un unique entier
naturel n, la dimension de F, tel que toute base de E est formée de exactement

n vecteurs.
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Caracterisation de I'independance
linéaire
Théoréme

Soit (v;);er € E1 est une famille de vecteurs de 1’espace vectoriel E.

e S’il existe une famille ()\;);er € K! de scalaires avec au plus un nombre
fini de \; différents de 0 et telle que :

1. il existe ¢+ € I, tel que \; # 0
2. Zz’EI )\7;?)2' =0
alors (v;);cr est une famille liée.

e Réciproquement, si pour toute famille ()\;);e;r € K' de scalaires avec au
plus un nombre fini de \; différents de 0, on a:

(Z)‘ivi_()) = ( pour tout ¢ € I, \; =0),

el

alors (v;);cr est une famille libre.

21



Décomposition sur une base

Définition (décomposition sur une base)
Soit une base V = (v;);er de E et A = (\;);er € K une famille de scalaires

telle que au plus un nombre fini des \; soient différents de 0.
On dit que A est une décomposition de v € E sur la base V si et seulement

Sl v = ZiEI >\7,'U7,

Théoreme (existence et unicité de la décomposition)
Etant donné une base V = (v;);c; de E, tout vecteur v € E peut-étre

décomposé sur cette base et cette décomposition est unique.

Toute base peut donc servir de systeme de coordonnées pour E
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Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions lineaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalité

4. Structure des applications linéaires

23



Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)

e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

(apr ar aiy; arp
dr1 422 d2j d2p
M =
i1 42 dij Aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice d’une fonction linéaire

n
Multiplication matrice/vecteur colonne: (Mv); 1= E m;U;

Multiplication matrice-matrice: (AB);; := Z aikbr;
k=1
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Proprietes du produit
matriciel

Ax(BxC)=(AxB)xC
Ax(B+C)=AxB+AxC
(A+B)xC=AxC+BxC
¢(A x B) = (cA) x B= A x (cB)
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Transposee

Transposé€e de A : obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes de A

(A+B)' = A" + BT, (@A)’ = aA’

(AB)' =B" A"
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)

e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

(apr ar aiy; arp
dr1 422 d2j d2p
M =
i1 42 dij Aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)
e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

* Pourquoi est-ce utile ?

(ay a2 aiy; arp
{1 422 d2j 42p
M =
dil 42 dij Aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice

e Obijet central de I’algebre linéaire (en pratique)
e |dée générale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions
* Pourquoi est-ce utile ?

 Permet de représenter les fonctions linéaires en dimensions finie de maniere
simple a appréhender et pratique pour les calculs

( d11 12 ... 611]' &le )
421 dro ... azj &Zzp
M =
;i1 dip ... ai]- aip
\ Un1 dp2 ... Cln]' Clnp )
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Matrice d’une fonction linéaire

E., F espaces vectoriels de dimension finie
V = (v1,...,v,) base de E

W = (wq,...,w,) base de F

f: EE — F, fonction linéaire

M = M(f,V,W) matrice de f de V vers W.

( 111 1o ... 611]'
121 dro ... azj
i1 dijp ... ai]-

\ Unl  Un2 Unj

drp | <— W2

Aip | <— Wy

App ) < Wn



Matrice d’une fonction linéaire

n
Multiplication matrice/vecteur colonne: (Mv); 1= E m;U;

Multiplication matrice-matrice: (AB);; := Z aikbr;
k=1
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An example vector space

Ry [X] = Vect(1, X, X?)
PeRyX| < (there exists (ag, a1, as) € R P=ag+a1 X a2X2)

Formellement:
1=(1,0,0,...)

X =(0,1,0,...)
X2 =1(0,0,1,...)
Soit x € R
Ry X — R

Tl P=ag+am X +asX? — P(z) = ag + a1z + azx”

Soit M une matrice a coefficients réels de taille n pas n

Ry X — M, (R)
P:CLQ—|—&1X—|—CL2X2 —> P(M)Z&Q+G1M—|—GQM2
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Matrice d’une fonction lineaire,
exemple

V = (1,X,X?) base de Ry[X]
W = (1,X,X? X?) base de R3[X]

f RQ[X] — RB[X]
| P=ap+ a1 X +axX? — f(P)=(as+ag)X’+ a1 X?+ ag

( a1 d12 ... alj alp ) — W1
dr1 doyy ... azj azp <— W9
M(f,V,W)? -
a;1  djo ... Cli]' oo Oip <— W;
\ An1 Ap2 .- ﬂn]‘ Clnp ) <— W
7 T T

2 flvr) f(vz) fvy)  flvp)



Matrice d’une fonction linéaire

L’évaluation en un point d’une fonction linéaire et la
composition d’application linéaire se réduit (en
dimension finie) a I'application “mécanique” de regles de
calcul matriciel

Pas trop “mécanique” quand méme:

Crimes contre les matrices
http://ee263.stanford.edu/notes/matrix crimes.pdf
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Changement de base

Toute base peut servir de systeme de coordonnées pour E

Changement de base == changement de systeme de
coordonnées

Matrice de passagedeVaw: P(V,W) = M (Idg,V,W)
Définition: transforme un vecteur v exprimé en terme de ses

coordonnées dans V, en le méme vecteur exprimé en terme
de ses coordonnées dans W

Pour la trouver: les colonnes de P(V,W) sont les
coordonnées des élements de V (dans un ordre fixé) dans W
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Matrice par blocs

La matrice
(1 1 2 2 2]
1 1 2 2 2
P=|(3 3 4 4 4
3 3 4 4 4
13 3 4 4 4]
peut étre partitionnée en quatre blocs
11 5 9 o '3 3 (4 4 4
P = P10 = Por=13 3|(,Pn=14 4 4
11 [1 1] 12 [2 9 2] 21 22
3 3 4 4 4

On peut alors écrire la matrice par bloc comme :

P11 P12]

Ppartitionnee — [
Py Py
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Interpretation des operations
matricielles

write A € R™*™ in terms of its columns:

_A:[al ay - an}
then y = Ax can be written as

y:ajla1+$2a2+---+aznan

write A in terms of its rows:

A=

then y = Az can be written as Qg




Interpretation des operations
matricielles

cij = a; bj = (@i, bj)

C=[c--c, | =AB =1 Aby--- Ab, |

cl al B
C — : — AB — :

~T ~T

Crn | I a,, B ]




Algebre linéaire

1. Espaces vectoriels et fonctions lineaires

2. Matrices
3. Angles et orthogonalite

4. Structure des applications linéaires et matrices
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