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1 Calcul de gradient
Rappel : Le gradient est une application caractérisant la pente d’une fonction en chaque de son ensemble
de définition.

Exercice (calcul de gradients). Soient x € R"™ un vecteur de dimension n et A € M,,(R) une matrice réelle

de taille n par n. Soient deux fonctions f et g définies par :

R" — R
f:

=z

R" —- R
g:

T — 2l Ax
Calculer les gradients V f et Vg.
Correction :
— Nous pouvons réécrire la norme 2 de x de la maniere suivante :
Ty

2]z = V&

Ainsi, f peut étre vu comme la composition de deux fonctions f; et fo (i.e. f = fi o f2) telles que :

RT — R
f1 :

x = VT

R - R
fa:

z — 2Tz

Donc, par application de la Chain Rule, et sachant que f; est dérivable sur RT, le gradient Vf de f est
définie par :
R* —- R"

Vf:
T — %Vfg

Calculons la dérivée partielle de fy; par rapport & une composante xj, de x :
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Enfin, par définition du gradient, et en sachant que 831;133 = aavﬁzm =3 \/;ﬂ’ on obtient :
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— Le gradient de g est définie comme suit :
R* — R"
Vg: T (1)
T — VxTsz[a%leAas,...,%xTAx

Développons la dérivée partielle de g par rapport a une composante xj de x :
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—fo=—aTA
8$k 2 8xkx v

n n
2y
= xiaijwj
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= S E ;0 kT + Trag,ix;  (S1 A est symétrique, a; x = ax.;)
Ty, 4
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E Qi ki + Qg i T;
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AT(E)}C + (Ax)k

= E(AT + A)x)i
Done par (1) :
Vg = [aileAw,...,ainxTAx '
= [(A" + A)2)1, .., (AT + A)a)a] "
— (AT + A)z

2 Condition d’optimalité a ordre 1

Rappel sur les ouverts : Soit U un ensemble de R™. On dit que U est un ouvert de R” si et seulement si
VueU,3r >0tel que {x eR" | |z —ul2 <7} CU

Théoréme 1 (Conditions d’optimalité nécessaires a ’ordre 1) Si z* est un minimum local et f est de

classe Ct (dérivable une fois) sur un ouvert U € R"™ contenant z*, alors V f(z*) =0



Puisque tout maximum global est un maximum local, il est utile de noter que le théoréme 1 peut s’appliquer
dans le cas d’'un maximum global. Attention cependant, car la réciproque n’est pas vraie : si Vf(x) = 0 pour
un z, selon ne veut pas forcément dire que f atteint un minimum local en z. En effet, x peut étre un point selle

ou plus généralement tout autre point ou f admet une tangente constante.

Exemple d’ensemble ouvert :

Soit f une fonction définie par :

0;7] — R
f:

x —  sin(x)

dont on suppose d’étre de classe C* et d’admettre un minimum global sur [0; 7].
[ est définie sur I'ensemble fermé [0; 7r]. Restreignons f & I'ouvert |0;7[ et notons fio,r| cette restriction. Par

disjonction de cas :

1. Si 2* est un minimum global de fjo,[, alors x* est un minimum local se fjo.~[ et V f(2*) = 0. Soit x €]0; 7|

tel que V f(x) = cos(x) = 0. Alors x = T. Donc 2* = ¥ et sin(z*) = 1.

2. Si z* est un minimum global de fio.[, et z* ¢]0;n[, alors 2* = 0 ou 2* = 7 donc f(z*) = 0. Or

sin(%) = 1 > sin(7) = sin(0) = 0 donc {0, 7} sont des minimas globaux de f.

3 Analyse : matrice hessienne

Soit f une fonction numérique

f:UCR">R

et

z=[z1,...,2,)" €R"

Si toutes les dérivées partielles seconde de f existent, la matrice hessienne de f, notée V2f ou H(f), est définie

par :
Jé) [é) lé)
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DDe maniére plus intuitive, la matrice hessienne est une application décrivant une forme quadratique en chaque
point de 'ensemble de définition d’une fonction (par exemple, si ¢’est une parabole,...). Un exemple : Posons
M e M,(R) et
R - R
f:

T — 2TMz

En nous servant des résultats obtenus lors de la résolution de I’exercice de calculs de gradients, on a :

Vf=M"+ M)z

Alors,
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4 Conditions d’optimalité a 'ordre 2

Les deux théoremes suivants explicitent les conditions nécessaires suffisantes d’optimalité a I'ordre 2.

Théoréme 2 (Conditions nécessaires d’optimalité a ’ordre 2) Si 2™ est un minimum local et f est de

classe C? sur un ouwvert U C R™ contenant x, alors V f(x*) =0 et V2f(a*) est semi-définie positive.

Théoréme 3 (Conditions suffisantes d’optimalité & I’ordre 2) Si f est de classe C? sur un ouvert U C

R™ contenant x, si Vf(z*) =0 et V2f(x*) est définie positive, alors x* est un minimum local.

Attention : contrairement a l'ordre 1, les théorémes précédents ne s’appliquent qu’aux minimas locaux.

De plus, pour qualifier un maximum local, il est nécessaire que —H soit semi-définie positive.

5 Existence du minimum

Voici deux théoremes importants permettant de montrer ’existence d’un ou de plusieurs minimas globaux

d’une fonction sous certaines conditions.

Théoréme 4 (Théoréme de Weierstrass) Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné

de R"™, alors f admet un minimum global.

Théoréme 5 Si f est définie et continue sur R™ et coercive (i.e. f(x) — +oo quand |z|| — +oo, alors f

admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de R™.

Note : une fonction est dite coercive si elle tend vers +oo lorsque x s’éloigne en norme de 'origine. De fagon

plus formelle, f est coercive si ||z|| = +o0 = f(z) = +00

6 Unicité du minimum

Théoréme 6 (Unicité du minimum) Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble

conveze X C R", alors f admet au plus un minimum global.

7 Convexité

Théoréme 7 (Convexité d’un ensemble) L’ensemble X est convexe si et seulement si Va,y € X, le seg-
ment [z,y] = {tx + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X.

Théoréme 8 (Convexité d’une fonction a valeurs réelles) Une fonction f: X C R™ — R est convexe si

et seulement si X est convezre et Va,y € X et Vi € [0,1],

flte+ (1t)y) < tf (z) + (1 = 1) f(y)

Si Uinégalité est stricte pour t €]0,1], la fonction est dite strictement conveze.

Ces deux théorémes, associés au théoreme de 'unicité du minimum, permettent notamment de prouver que
si une fonction f définie sur un ensemble convexe X C R" est strictement convexe, alors f admet au plus un

minimum global.

Un autre théoreme utile est le suivant :

Théoréme 9 Si f est une fonction conveze définie sur un ensemble convexe X C R™, alors tout minimum lo-

cal de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert, alors V f(x*) = 0 et z* est un minimum global de f.



Voici une liste de quelques familles de fonctions convexes a savoir reconnaitre. Astuces pour reconnaitre
qu’une fonction est convexe :

— les fonctions linéaires sont convexes.

— les combinaisons linéaires positives (a poids positifs) de fonctions convexes sont convexes.

— le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe.

Enfin, pour reconnaitre une fonction convexe, on peut utiliser le théoreme suivant :

Théoréme 10 Si f est de classe C2, alors f est conveze si et seulement si V2(f) est semi-définie positive sur

Uintérieur de X. Si V2(f) est définie positive sur lintérieur de X, f est strictement conveze.

Exercice d’application :

Déterminons la convexité ou non-convexité de la fonction f définie par :

R - R
f:
T,y — xy+aZ+2y+1

Calculons son gradient et sa matrice hessienne :

% L‘f 2 1
v2 - H _ 0%z axgy —
== | 5 ][

Son polynoéme caractéristique est donné par :
x = det(V2f) = |[V2f — XI| = (X —1—V2)(X —14+?2)

Par conséquent, toutes les valeurs propres de la matrice hessienne ne sont pas toutes positives (par exemple,
1 — /2 < 0 est une racine de x). Donc f n’est pas convexe.
De fagon générale, pour montrer qu’'une n’est pas convexe dans les conditions de I'exercice précédent, il faut soit

montrer que la matrice hessienne est (semi)-définie positive, ou alors montrer qu’il existe (u,v) € R? tels que :
u
{u v} V2f(x,y) l 1 <0
v

Une derniére approche se base sur la formule définissant le déterminant d’une matrice A comme det(A4) =
[T, M. A € sp(A) avec sp(A) le spectre de A. Elle consiste & montrer que det(V2f(z,y)) < 0, c’est-a-dire
qu’il existe une valeur propre A de V2 f(z,y) strictement négative, et donc que V2 f(x,y) n’est pas semi-définie

positive.

8 Application 1 : Méthode des moindres aux carrés

Soit
C = [[Az -yl

avec A € My, n(R), z € R™ et y € R™. Montrer que C' admet un minimum global 2* et donner une expression
de ce minimum.

Le probleme posé revient a résoudre le probleme d’optimisation :

2* = min C
zER™



L’application d’une fonction croissante ne change pas I'antécédent du minimum par C. Or la fonction carrée est
croissante sur RT. Donc minimiser C' revient & minimiser C?2.
On pose

C?: min || Az -yl
Calculons le gradient C2.
VC? = V|| Az - y||3
= V(Az —y)"(Az —y)
=V(@TAT Az — 2T ATy — yT Az 4 yTy)
=V(@@TATAz) — V(2T ATy) — V(yT Az) + V(y'y)

= V(zT AT Az) — V(2T ATy) — V(yT Az) Car VyTy = 0, puisque ce terme ne dépend pas de z

= [ATA + (ATA)T] x—2ATy Car VyT Az € R et (yT Az = 2T ATy)T, donc yT Az = 2T ATy
=2AT Az — 24Ty

=2AT(Ax —y)

De méme, on peut calculer la hessienne de C? :

V2C? = VV(C?
= V2AT (Az —y)
= V24T Az — 24Ty
=24TA

Or on sait que les valeurs propres de AT A sont les carrés des valeurs singuliéres de A. Donc V2C? est semi-
définie positive, nous permettant de conclure que C? est convexe. Il restera alors & montrer que C? admet un

minimum global. Une fois I'existence d’un tel minimum démontrée, on a, si AT A est inversible :

VC* =0
& 24T (Az* —y) =0
= AT(Az* —y) =0
o AT Az — ATy =0
o AT Ag* = ATy
oot = (ATA) ATy

9 DMatrice pseudo-inverse

Une vision non-formelle et imparfaite d’'une matrice pseudo-inverse est la généralisation de la notion de

matrice inverse aux matrices rectangulaires.

Soit A une matrice réelle de taille m par n et de rang 7. Soit A = UXVT sa décomposition en valeurs singuliéres



avec, en notant o; la i¢ valeur propre de A :

op 0 ... O 0
0 o9 0
0 0
=10 oy 0
0 0 0
0 0
1 0 0 0 0 0]
Alors on définit le conjugué de ¥ comme :
[1/0y 0 ... 0 0|
0 1/os 0
0 0
»h=1 0 1/o, 0
0 0 0
0 0
| 0 0 0 0 0]
et la pseudo-inverse de A comme :
Al =vxt

Ainsi, on a que AAT = UREtUT = ¥yt

I. O
AAT =UsstUT = o3t =
0 0
Avec I, la matrice identité de taille 7.

Pour plus de détails, voir Moore-Penrose Pseudo-inverse

10 Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la régle d’Armijo

Input: zp € R”, f: R" - R declasse C',5s >0,0< 8 <1,0< 0 < 1.

Iteration : w41 = xp — i Vf(zk)

ap = fMFs

my plus petit entier positif tel que

flae) = flaner) = o™ sV f(zp)"V fak)



‘Backtracking’ avec la régle d’Armijo

Input: 2o € R*, f: R" 5 R declasse C1,s >0,0< < 1,0< 0o < 1.

Iteration : xpy1 = xp — axV f(zk)

ap = f3"*s
my, plus petit entier positif tel que

flze) = f(@pg1) = 0B™ sV f(x) V f (@)

Convergence
Soit (z) la suite des points générés par 'algorithme de descente de gradient
avec pas choisi par la régle d’Armijo. Alors, tout point limite (i.e. valeur
d’adhérence) de (zj) est un point stationnaire.
De plus, si z* est le seul point stationnaire de f dans un ensemble ouvert, il

existe un ensemble ouvert S contenant x* tel que si il existe kg tel que zx, € S,
alors xy € S pour tout k > ko et zp — z*.

Vitesse de convergence ?

===

11 Conditions nécessaires d’optimalité : intuition

Soit f définie sur R™ une fonction & minimiser sous les contraintes ¢;. Le probléeme d’optimisation sous

contraintes s’exprime de la maniére suivante :

min f(z) subject to
rER™ ci(z)>0,ieT

Théoréme 11 x* est une solution locale du probléme si et seulement si x* € Q et il existe un ensemble ouvert
U C R™ contenant x* tel que pour tout x € UNQ, f(z*) < f(x)

Exemple : Soit

R? - R
f (2)

T1,T2 23 +ai—2

Définissons la contrainte ¢; : x +— 23 + 23 — 2



Soit A(x) lactive set, c’est-a-dire ensemble des indices des contraintes d’égalité et d’inégalité tels que ¢;(z) =0

pour un point x donné.

*1

La solution se trouve au point ou la tangente de f est orthogonale au gradient. Aussi, la normale a 1’espace

de contraintes est ’opposé du gradient.

12 Conditions d’optimalité nécessaires : Karush-Kuhn-Tucker

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker constituent une méthode de résolution de problemes d’optimisation
a contraintes d’inégalités, généralisant la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Considérons par exemple le probléme suivant :

L(z,\) = f(z) — Z Aici(z)

i€ EUT
sous contraintes
Vi L(x*, ) =0,
ci(z*)) =0, forallieé&
ci(z*)) >0, forallieZ
Af >0, forallieZ
Ae(x*)=0, forallieEUT

\

Comme on sait que x* est la valeur de = en laquelle f atteint son minimum, on cherche a annuler les
contraintes indiquées ci-dessus pour ce z* fixé en trouvant les A¥ adéquats . D’oti les Af¢;(2*) = 0, for all i € EUT
. Les coefficients de Lagrange Af sont toujours positifs et on retrouve les contraintes sur les ¢;(z*) imposées

dans le probléme d’optimisation défini ci-dessus.

10



	Calcul de gradient
	Condition d'optimalité à l'ordre 1
	Analyse: matrice hessienne
	Conditions d'optimalité à l'ordre 2
	Existence du minimum
	Unicité du minimum
	Convexité
	Application 1 : Méthode des moindres aux carrés
	Matrice pseudo-inverse
	Descente de gradient
	Conditions nécessaires d'optimalité: intuition
	Conditions d'optimalité nécessaires : Karush-Kuhn-Tucker

