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2 Matrices

Rappels:
— Produit matrice - vecteur : soient M = (m;)1<i<n,1<j<m €t V= (Vi) 1<i<m.
m
mjvj
j=1
Mv =
m
). Mpjv;
j=1

— Produit matrice - matrice : soient A € R™*" et B € R"*!,

2.1 Matrice d’'une application linéaire

La matrice d'une application linéaire permet de représenter cette application en dimensions finies d'une ma-
niere unifiée, permissible aux outils de calcul matriciel.

Méthode pour calculer la matrice d'une application linéaire :
E, F des espaces vectoriels de dimension finie.
V =(vy,..., vp) base de E
W = (wn,..., w,) base de F
f : E — F, fonction linéaire
1. Calculer I'image des vecteurs de la base de I'espace de départ par la fonction d’intérét f(v;)
2. Effectuer la décomposition linéaire de ces images a 1'aide des vecteurs de la base de I'espace d’arrivée
fp)=lw +..+ 1wy
3. Les coefficients A; de la décomposition des f(v;) par rapport aux vecteurs de la base de I'espace d’arrivée
forment les colonnes de la matrice de I'application linéaire

Lespace vectoriel R;[X] définit formellement les polynémes de degré d, indépendamment du type d’objet. Y
sont définis 'addition ainsi que la multiplication par un scalaire.
Par exemple: 1+ X =(1,1,0,...) ou encore X+3X%=(0,1,3,0,..)

Exemple. Construire la matrice associée a l'application linéaire suivante

f : Ry [X] — Rg[X]
P=ay+aX+aX> — f(P)=(az+ap)X>+aX*+ag

1. f(1)=f((1,0,0) = X3+1
fX)=f((0,1,0) = X?
f(X?) = f((0,0,1)) = X3

2. fM=1xw;+1xwy

f(X):lXLUg
FXH=1xuw,
1 0 O
0 0 O
.M, VWI=10 |,
1 0 1



Note : La multiplication matricielle est imposée par les propriétés des applications linéaires. En effet, en prenant
A et B deux matrices associées a deux applications linéaires et C leur composition, alors définir la multiplication
telle que C = mult(A, B) méne nécessairement a la formule connue du produit matriciel.

2.2 Changement de base
P(V,W)=P(V —-W)=MUdg, V,W)

Changer de base revient a changer de systéme de coordonnées. La matrice de passage décrite ci-dessus trans-
forme un vecteur v exprimé en terme de ses coordonnées dans V, en le méme vecteur en terme de ses coordonnées
dans W.

Exemple. Calculer la matrice de passage de B = ((1,0),(0,1)) la base canonique dans l'espace euclidien R* vers
C=((1,1),(-1,1).
Exprimons les vecteurs de la base B en fonction des vecteurs de la base C, ce qui revient a trouver 11, A, tels que :
(1,0 =1 (L, D+ A2(-1,1) < A = 3,10 =13
0,1 =2 (L1D+A(-1,1) < A1 =3,42=3
11
P(B—C)= [_71 ?]
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2.3 Propriétés et opérations matricielles

Quelques propriétés :

— AxBxC)=(AxB)xC

— Ax(B+C)=AxB+AxC
— (A+B)xC=AxC+BxC
— ¢(AxB)=(cA)x B= Ax (cB)
— /\ AB # BA en général

— (A+B)T=AT+BT

— (@A) =aAT

— A MBT=BTAT

Matrices par bloc.
Py P2 Qi Q2
P Pzz] etQ= Q21 Qo
Pi1+Qn1 P2+ lel
Py1+ Q21 P2+0Q2

ClPH (XP12
CZP21 ang]

P11Q11+P12Q21 P11Q12 + P12Q22

Po1Qu1 +P22Q21 P21Quz2+ P22Q2
/\ Attention aux dimensions des blocs qui doivent permettre tous les produits.

Soient deux matrices partitionnées P = [ .On peut alors utiliser les opérations usuelles :

— Addition: P+Q = [
— Multiplication par un scalaire : aP = [

— Multiplication de matrices: P x Q =

Interprétation des opérations matricielles.
— Produit matrice-vecteur: y = Ax = x1a; + ... + X, a, (avec ay, .., a, les colonnes de A)
n
— Produit matrice-matrice : ¢;; = Ezl.Tbj ={ai, bj) = ¥ ajrby;
k=1
ouC=Ya;b! = [all [ b ]+|ax| [ BI ]+..quireprésente une somme de N matrices de rang au
i

plus 1.

3 Angles et orthogonalité

Produit scalaire.

() : ExE — R
(vw) - (vlw)



Propriétés de la forme :
1. Bilinéaire : linéaire en v pour w fixé et en w pour v fixé
2. Symétrique : Yv, w € E?, (v|w) = (w|v)
3. Définie positive: Vv € E\ {0g}, (v|v) >0
n
Lorsqu'’il est associé a la norme Euclidienne : (v|w) = vTw=Y Vi W;
i=1

Wlw) __ Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si (v|w) = 0.

Rappels. cos0 = WD)

Algorithme de Gram-Schmidt. Il permet de construire une base orthonormale.

Gram-Schmidt procedure : étant donné k vecteurs indépendants (a1, as, . ..,ar) €
E*_ trouver des vecteurs orthonormaux (q1,92,..-,ax), tels que pour tout r < k,
(g1,q2,- .-, qr) soit une base orthonormale de Vect(a,az,...,ar)

e step la. ¢, == ay

e step 1b. q1 := G1/||g1|| (normalize)

e step 2a. o :=us — (gi az2)q1 (remove q; component from as)

e step 2b. ¢z == §a/||Go|| (normalize)

e step 3a. Gz := az — (gf a3)q1 — (¢3 az)q- (remove ¢, g2 components)

e step 3b. g3 := G3/||ga]| (normalize)

=]

e etc.

Factorisation QR. Q est constituée des vecteurs de base orthonormale, et R est une matrice triangulaire supé-
rieure dont les coefficients sont calculés durant Gram-Schmidt. A doit étre une matrice a coefficients réels de rang
k (a colonnes indépendantes).

ni Trm ... ik

0 12 ... Tk
[a a ... al=[¢ G .. ail

0 0 ... Tk

Matrice orthogonale. Une matrice est orthogonale si ses colonnes forment une base orthonormale. Dans le cas

de matrices rectangulaires, on parle de matrices semi-orthogonales. Soit Q une matrice orthogonale de taille m x k,

0 sii#j
lors QTQ=1I;carqlq; = .
alors Q7 Q = I car q; q; 1 sinon.
Lintérét d'une base orthonormée est qu’elle permet de calculer la décomposition de n'importe quel vecteur comme
n

v= Y (v|v;)v;. Dans le cas général, pour inverser une matrice, on passe alors de @ (n®) a @(n) car pour une matrice
i=1

orthogonale, Q7! = QT car QTQ =1=QQT

4 Structure des applications linéaires et matrices

Comment comprendre une application linéaire grdce a sa représentation matricielle?

4.1 Décomposition en valeurs singulieres

Soient A € R™*"
U € R™ ™ orthogonale telle que UTU = UUT = I,,
V € R;,«, orthogonale telle que viv=vvT=1,
> e R™*" diagonale avec 071, ...,0 € (R**)" ordonnés tels que o1 = ... = o, > 0 ol r représente le rang de A, c’est-a-
dire le nombre de colonnes linéairement indépendantes de A.
Alors, pour A quelconque, 3AV = UL <= A=UzVT.



o1 0
[Avi ... Av,]=|U 0 . Ule,| ul9... =[oyur ... orur 0 ..

On adonc: Av; = o;u;. Si A était carrée, on aurait Av = Av pour les valeurs propres. Ce n’est pas possible pour
les matrices rectangulaires car elles représentent des applications linéaires pour lesquelles I'espace d’entrée de A
est différent de 'espace de sortie.

m — r
A=UEVH =Y wiEvh] =¥ ojuy
i=1 i=1

Appliquons la décomposition de A a un vecteur v quelconque pour décomposer les étapes d'une application
linéaire quelconque associée a A: Av= UV v)1)2)s)
1. VT:changement de repére orthonormé
2. Z:mise al’échelle par o; le long des nouveaux axes

3. U :anouveau changement de repére orthonormé, transformation orthogonale

4.2 Espaces associés a une matrice

Le noyau d'une application linéaire f : E — V est définit comme suit : Ker(f) = {v|v € Eet f(v) = Or}. C'est
I'ensemble des vecteurs de I'espace de départ dont I'image par f vaut Or

L'image d'une méme application linéaire est définie comme suit: {v|v € F et 3w € E, v = f(w)}. C’est]’ensemble
des vecteurs de 'espace d’arrivée qui ont un antécédent par f dans l'espace de départ. On I'appelle aussi column
space C(A).

C(AT) C(A)

dimr

row space
all vectors ATy

column space
all vectors Ax

nullspace
Az =0

left nullspace
ATy =0

N(A)
dimension n — r N(AT)

dimension m — 7

C(AT) et N(A) sont orthogonaux. De la méme maniere, C(A) et N(AT) sont aussi orthogonaux. Leur somme est
directe: C(AT)® N(A) =R™ < C(AT)nN(A) = {0}, et de laméme maniere C(A)e N(AT) =R" < C(ANNAT) =
{0}

Si dim(C(A)) = r, alors dim(N(AT)) = m—r, il s’agit des dimensions "non atteignables" de I'espace d’arrivée,
qui n’ont pas d’antécédent par f. N(AT) est le co-noyau car il s'agit du noyau de A”

De la méme maniére, si dim(N(A)) = n—r, alors dim(C(AT)) = r, c’est la co-image.

Exemple. Trouver la décomposition en valeurs singuliéres de A"
Pour montrer que X est inversible : £ = UT AV or A est inversible. Posons S= VT A"'U. Onadonc £S = I = S donc

1
o 0

S=x7!avecS= )
1
0 on

A1 = v=~1yT 1l faut ensuite réordonner les colonnes de V, U et les o pour obtenir un ordre décroissant.



