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Soit. A une matrice réelle de taille m par n. On a vu qu’il existait alors une matrice orthogonale
U de taille m par m, une matrice orthogonale V' de taille n par n, un entier positif » < min(m, n),

des réels o4 > 09 > --- > 0, > 0 et une matrice de taille m par n,
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tels que, A =UXVT.

Cette décomposition est appelée décomposition en valeurs singulieres (SVD). Nous allons mon-
trer dans cette note, que la décomposition en valeurs singuliéres nous informe immédiatement sur
les espaces fondamentaux associés & A et sur leurs relations. Les espaces fondamentaux associés
a A sont son noyau Ker(A) := {v € R® | Av = 0}, son image Im(A) := {u € R™ | il existe v €
R", Av = u}, son co-noyau Ker(AT) et sa co-image Im(AT).

On peut déduire rapidement de la SVD que :

1. les r premiéres colonnes de U forment une base orthonormale de Im(A);

2. les n — r dernieres colonnes de V' forment une base orthonormale de Ker(A);
3. les m — r derniéres colonnes de U forment une base orthonormale de Ker(A7T);
4. les r premieres colonnes de V forment une base orthonormale de Im(A7T).

On a comme corollaires immédiats—mais importants—que :

5. dimIm(A) = dimIm(A7T) = r, dimKer(A) = n — r et dimKer(AT) =m —r;
6. Im(A) et Ker(AT) sont orthogonaux et supplémentaires dans R™ ;

7. Im(AT) et Ker(A) sont orthogonaux et supplémentaires dans R™.

Preuve. On montre uniquement les 4 premieres propositions. Les corollaires sont immédiats.

1. U étant orthogonale, ces colonnes sont orthonormales. Il suffit donc de montrer que tout

u € Im(A) peut s’écrire comme combinaison linéaire des r premieres colonnes de U et



réciproquement que toute combinaison linéaire des r premieres colonnes de U appartient a
Im(A).

Notons u; la i-iéme colonne de U. Soit u € Im(A). Alors il existe v € R, Av = u. Notons
w := XV Ty. Comme seules les r premiéres composantes de w peuvent étre différentes de 0
(du fait de la multiplication par ), on a Uw = Y _;_, wju;. Or Uw = UXVTv = Av, donc
Awv peut bien s’écrire comme une combinaison linéaire des r premieres colonnes de U.
Réciproquement, soit r nombres réels wq, wa, ..., w, et soit u := 22:1 w;u;. Alors u = Uw,
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On a alors w = Xz, ou :
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et, puisque V est orthogonale, on a que v = Vx est un vecteur de R", tel que Av =

UsVTy =USVTVz = USx = Uw = u. Donc u € Im(A).

2. Notons v; la i-iéme colonne de v. Soit v € Ker(V). Alors Av = UXV v = 0. Supposons qu’il
existe i € {1,2,...,7} tel que (VTv); = w; # 0. Alors (XV7Tv); = oyw; # 0 et comme U
est orthogonale et donc de rang plein, on en déduit que (UXV7Tv); = (Av); est différent de
0. On obtient une contradiction, donc (VZv); = 0 pour tout i € {1,2,...,r}. Par ailleurs,
comme V est orthogonale, on a v = VVTv = V(VTv) = 31 (VTv);v;. On a donc au
final que v peut s’écrire comme la combinaison linéaire Y +1(VTv)l-vl- des n —r dernieres
colonnes de V.

Réciproquement, soit r nombres réels wy, wa, ..., w, et soit v:=>" 1 wiv;. Alors, Av =
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orthogonale. D’oti, SV v = 0 et donc Av = UXVTv =0 et v € Ker(A).

3. Ona AT = VXTUT et donc V, X7 et UT donnent une décomposition en valeurs singuliéres



de AT On peut donc appliquer la proposition 2 pour obtenir que les m—r derniéres colonnes

de U forment une base orthonormale de Ker(AT).

. De la méme fagon que pour la proposition précédente, on peut appliquer la proposition 1
sur la décomposition AT = VETUT pour obtenir que les r premiéres colonnes de V' forment

une base orthonormale de I'm(A)7.



