Aix:-Marseille MASTER 2 INFORMATIQUE
universite PARCOURS TAAA, UE MIA

Année 2022-23 DM 3 : Optimisation et Apprentissage

Exercice 1 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour des fonctions C!.
Soit f, (e;)I'8, et (c;)7L, des fonctions de R¢ vers R de classe C1.
Comme nous l’avons vu en cours, on dit que le point z* € R? vérifie les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) pour le probléme :
ei(r) =0, 1€é&

min f(z) tel que
reR ci(z) >0, 1€

si et seulement si il existe A\ € R"Z et A7 € R™, tels que :

L. Vo L(z*, X, A)) =0, ot Lz, Ag, A1) = f(z) — 208 Apei(z) — >0 Arici()

2. e;(z*) = 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ng}

3. ¢;(z*) > 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}

4. Ar; > 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}

5. Arqci(z*) = 0 pour tout ¢ dans {1,2,...,ns}

Les trois théoréemes suivants donnent des conditions de régularité sur les fonctions du
probléeme—appelées qualifications des contraintes—qui garantissent que toute solution locale du
probléme considéré doit vérifier les conditions KKT (c’est & dire que sous ces conditions de ré-
gularité les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale). Notez qu’on peut
démontrer la validité d’autres qualification des contraintes que les trois présentées ici et qu’il est
possible de généraliser ces théorémes au dela du cas des fonctions de classe C*.

Théoréme. (Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéaires.)

Si les fonctions e; et c¢; sont affines pour i = 1...ng et j = 1...n; alors les conditions KKT

sont des conditions nécessaires de solution locale pour le probleme considéré.

Théoréme. (Conditions nécessaires de solution locale pour des contraintes linéairement indé-
pendantes.)

Si au point # € R? la matrice formée par les gradients des contraintes d’égalité et des contraintes

d’inégalité actives est de rang plein (c’est & dire que les ng vecteurs gradients pour les

contraintes d’égalité—qui doivent toujours toutes étre actives—et les vecteurs gradients pour



les contraintes d’inégalité actives en xz—c’est & dire telles que ¢;(x) = 0—sont linéairement
indépendants), alors les conditions KKT sont des conditions nécessaires de solution locale en x

pour le probléme considéré.

Théoréme. (Conditions nécessaires de solution locale pour un probléme convexe.)

Si f est convexe, ¢; est concave pour tout ¢ in 1...ny et e; est affine pour tout jin1...ng et
si la condition de Slater est vérifiée, c’est & dire s’il existe z € R tel que ej(z) = 0 pour tout
jinl...ng et ¢;(z) > 0 pour tout ¢ in 1...ny, alors les conditions KKT sont des conditions

nécessaires de solution locale pour le probleme considéré.

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considere le probleme

z+y>1
. 2 2
min x tel que
z,yeR? + Y 4 Yy S 2
2>

(a) Donnez les conditions KKT pour ce probleme.

(b) Trouvez tous les points solutions des conditions de KKT pour ce probléme.
(¢) Donnez en le justifiant toutes les solutions globales de ce probléeme.

(d) Faites un graphe pour vérifier la plausibilité de vos réponses.

2. Trouvez le parallélépipede rectangle (pavé droit) dont la surface (somme des aires des six
faces) est maximale parmi tous les parallélépides rectangles de diagonale z3 + 23 + 23 = L,
ou L est un nombre réel strictement positif fixé et x1, z2, x3 sont les longueurs des cotés du

parallélépipede rectangle.

3. Soit L, L' et X trois réels strictement positifs, ¥y une matrice colonne de taille n et A une

matrice de taille n par m. On considere les trois probléemes d’optimisation suivants :

min |ly — Az||2, pour z € R™ tel que ||z|]2 < L. (1)
min ||y — Az||3, pour z € R™ tel que ||z||3 < L. (2)
min ||y — Az||3 4+ A|z||3, pour z € R™. (3)

Montrez que pour tout choix de L > 0, il existe un choix de L’ > 0 et A > 0 tels que les

solutions globales des trois probléemes soient identiques.



Exercice 2 Régression linéaire

On observe (z1,¥1),...(Tn,yn) € (RY x R)”. On modélise x1,...,z, comme les valeurs ob-
servées de variables aléatoires X1,..., X, i.i.d. de loi P et y1,...,y, comme les valeurs observées
de variables aléatoires Yi,...Y,, telles quil existe §* € R? tel que pour tout i dans {1,...n},
Y; = XF0* + ¢, avec €1, ..., €, i.i.d. de loi N telle que E(N) = 0 et Var(N) = o2.

On note X la matrice de taille n par d dont les lignes sont x1,...,x, et Y la matrice colonne

contenant y1,...,y,. On cherche & estimer 8* et on considére deux estimateurs :

— L’estimateur de la régression « ridge » :
by = arg min ~|v — X6]3 + \|]2,
fER N

défini pour A > 0;

— L’estimateur de norme minimale parmi les estimateurs au moindre carrés :

6 := arg min ||§
g min (6]

olt O = argmingegra ||Y — X0|3.

1. Montrez que pour toute matrice M de taille n par m et tout réel § > 0, MTM + &I
est inversible. (Vous pouvez montrer, par exemple, que la matrice est symmétrique définie
positive et utiliser le théoréme spectral pour conclure.)

2. Montrez que le probléme d’optimisation dont 8y est défini comme la solution posséde bien
une unique solution donnée par 0 = % <¥ + )J) - XTy.

3. Montrez que le probleme d’optimisation dont 6 est défini comme la solution posséde bien
une unique solution donnée par =X 'Y, ott XT est la pseudo-inverse (de Moore-Penrose)
de X.

4. Montrez que 6 tend vers 0 quand A tend vers 0 par valeurs positives. (Indice : commencer
par le cas ot d = n = 1, puis le cas ot X est diagonale, puis le cas général.)

5. (Bonus) Montrer qu'une simple descente de gradient a pas fixe sur f() := [|Y — X0
converge vers 6. Précisez comment choisir le pas. (Vous pouvez vous inspirer de l’exercice
sur la convergence de la descente de gradient dans le DM2.)

6. Calculez le biais de 0}.

7. Calculez la variance de 6.



8. (Bonus) Calculez le biais et la variance de 6 et commentez.



