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Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
Partie 1 (DM1) : algebre linéaire et probabilités
1. Notions de bases sur les preuves (+ Algebre linéaire?)
2. Algebre linéaire (+ Probabilités?)
3. Probabilités
Partie 2 (DM2): statistique et optimisation
4. Statistiques
5. Optimisation
Partie 3 (DM3):
6. Optimisation sous contraintes
7. Optimisation stochastique
8. Théorie de I'apprentissage

9. Putting it all together



Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si z* est un minimum local et f est de classe C' sur un ouvert U C R"
contenant x, alors V f(z*) =0
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Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U ¢ R"
contenant x, alors Vf(z*) =0

Af(x) = IxI3 (convex) A f(x) = x> A f(x) = - IxI3
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Conditions nécessaires, second ordre

Si z* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U ¢ R"
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V*f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C# sur un ouvert U C R" contenant z, si Vf(z*) = 0 et si

V2 f(z*) est définie positive, alors * est un minimum local.
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EXistence de minimum

Théoreme de Weierstrass

Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné de R", alors
f admet un minimum global.

Théoreme

Si f est définie et continue sur R" et coercive (i.e. f(x) — +oo when
||| — +o00, alors f admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de

R".



Unicité du minimum

S1 f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.



Convexité

L’ensemble X est convexe ssi pour tout x, y dans X, le segment |x,y| :=
{tr + (1 —t)y |t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
r, y dans X et pour tout ¢ € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y).

Si 'inégalité est stricte pour t €]0, 1], la fonction est dite strictement convexe.

Intérét

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(x*) = 0 est équivaut a z* est un minimum global de f



Convexité

Reconnaitre une fonction convexe

- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur 'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur 'intérieur de X, f
est strictement convexe.



Application 1: Moindre
carres

A matrice réelle m par n, y matrice colonne de taille m.

in || Az —ylls ?
min [|Az -y



Application 2: Normes de
matrices

A matrix norm is a function || - || : R™*™ — R that has the following properties:
e ||[A|| >0 for any A € R™*" and |A|| =0 if and only if A =0
o |[aA| = |al||Al|l for any m x n matrix A and scalar «

e |[A+ B| < ||A|| + ||B]| for any m x n matrices A and B

| Ax||
All = sup = max ||Ax _
H H 40 HXH 15| =1 H H HAHQ — 01

1/2
|AllF = (Zxa?j) - |Allrp = /o?+--+o0

i=1 j=1

SN
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numeérique
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions Iinéaire\%(e
2. Matrices 6@(‘\
&

3. Angles et orthogonalitéb

\\

4. Structure 33 \ @ations linéaires et matrices

5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Input: zg e R”, f:R™®" - R declasse C',s >0,0< 8<1,0< 0 < 1.

[teration : zry1 = xp — 'V f(xk)

ar = [7Fs

my. plus petit entier positif tel que

f(zr) = f(@rs1) = o B sV f(zr)” V f (k)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo

Set of Acceptable

Stepsizes Unsuccessful Stepsize
Trials

fi(xk + adk)- f(xk)

o VH{xK)
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Descente de gradient

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo
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Descente de gradient

Convergence

Soit (z) la suite des points générés par ’algorithme de descente de gradient
avec pas choisi par la regle d’Armijo. Alors, tout point limite (i.e. valeur
d’adhérence) de (xp) est un point stationnaire.

De plus, si ™ est le seul point stationnaire de f dans un ensemble ouvert, il
existe un ensemble ouvert S contenant x* tel que si il existe kg tel que xy, € 5,
alors xp € S pour tout k£ > kg et z,, — x™.

Vitesse de convergence ?
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Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
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Optimisation sous
contraintes

1 € &

. ci(x) =0,
min f(x) subject to { >0 el

rceR"”

x* est une solution locale du probleme ssi ™ € (2 et il existe un ensemble
ouvert U C R" contenant x* tel que pour tout x € U N, f(z*) < f(x)
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Vf(x7)

Condition nécessaire
d’optimalitée: intuition

A Ve (x™).

Ve 4




Condition nécessaire
d’optimalité: intuition

V(x™) = A7V (x7).

Aici(x™) = 0.




Condition nécessaire
d’optimalite: KKT

L(x,A) = f(x)— Z Aici(Xx).

V.L(x*, A*) =0,
c;(x*) =0, foralli €&,
c;(x*) >0, foralli €7,
A; >0, foralli € Z,
Aici(x¥) =0, foralli e EUT.
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Présence de contraintes:
Descente de gradient projete

X2

Feasible

X
directions at x r G, N

¥

el Constraint set X




Présence de contraintes:
Descente de gradient projete

‘Backtracking’ avec la regle d’Armijo le long de I’arc de projection

Input: 2o e R, f: U CR" - Rdeclasse C',s >0,0< < 1,0< 0 < 1.

U convexe, fermé, non-vide

lteration: Lk4+1 = pk(ﬁmkS)

pe(r) = |xr — rV f(xr)|u et mi plus petit entier m tel que

f(xk) = f(wpt1) > oV f(zr)" (28 — Tpt1)
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