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Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
Partie 1 (DM1) : algebre linéaire et probabilités
1. Notions de bases sur les preuves (+ Algebre linéaire?)
2. Algebre linéaire (+ Probabilités?)
3. Probabilites
Partie 2 (DM2): statistique et optimisation
4. Statistiques
5. Optimisation
Partie 3 (DM3):
6. Optimisation sous contraintes
7. Optimisation stochastique
8. Théorie de I'apprentissage

9. Putting it all together



Probabilites

1. Revue du calcul probabilliste, sur la base des transparents
de Ding & Khani, Stanford CS229, April 2022 (revus ,

reordonneés et augmenteés)

2. Quelques points plus avances (intro théorie de la mesure)



Moments

Moment d’ordre k
E[X"]

Moment centré d’ordre k
p= LElX]
E[(X — p)"]



Multivariate Gaussian
The multivariate Gaussian X ~ N (u,X), X € R™

' = : ex —E x — )T (x —
p(x; 1, 2) = det() (2m)? p( S(x =) 2 u))

The univariate Gaussian X ~ N(p,0°), X € R is just the special
case of the multivariate Gaussian when n = 1.

p(x; 1, 0%) = - (217T); exp ( 2(172 (x — u)z)

Notice that if ¥ € R*! then ¥ = Var[Xi] = 02, and so

— 1
> Y1l =2

o
1

> det(X)2 =0



Visualizations of MV Gaussians

Effect of changing variance
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Visualizations of MV Gaussians

|t Var[Xl] # Var[Xg]:
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Visualizations of MV Gaussians

If X1 and X5 are positively correlated:
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Visualizations of MV Gaussians

If X1 and X5 are negatively correlated:
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Some Nice Properties of MV Gaussians

» Marginals and conditionals of a joint Gaussian are Gaussian

» A d-dimensional Gaussian X € N (u, £ = diag(c2,...,02)) is
equivalent to a collection of d independent Gaussians
Xi € N(uj, 0,-2). This results in 1Isocontours aligned with the
coordinate axes.

» In general, the isocontours of a MV Gaussian are
n-dimensional ellipsoids with principal axes in the directions of
the eigenvectors of covariance matrix 2 (remember, ¥ is
PSD, so all n eigenvectors are non-negative). The axes’
relative lengths depend on the eigenvalues of .
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Multivariate Gaussian

Définition générale

X ~ N(p,X)

—

there exist u € B*, A € R*** such that X = AZ + p for Z,, ~ N(0,1),i.i.d.

Distributions conditionnelles

X =

with sizes [
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Distributions marginales ?
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Probabilites

1. Revue du calcul probabilliste, sur la base des transparents
de Ding & Khani, Stanford CS229, April 2022 (revus ,
reordonnés et augmentes)

2. Quelgues points plus avances (intro théorie de la mesure)
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Theorie de la mesure ?

e Quel intérét : traitement rigoureux, unifié et général de la
théorie des probabilité

e Unifié : e.g. PMF et PDF deviennent deux cas particuliers
d’un concept plus général, pas de difference a faire entre
somme discretes et integrales continues

e Général : variables mixtes (ni continues ni discretes),
variables plus compliquées (e.g. signal), espace de
probabilité aussi complexes que nécessaires, theoremes
de convergence plus simples et plus forts qu’avec
'intégrale de Riemann (utile en statistique)
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Theorie de la mesure ?

e Difficulte :
e Plus abstrait

e Le probleme de la mesurabilité des fonctions
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Elements of Probability
Sample Space (2

{HH,HT, TH, TT}
Event A C Q

{HH,HT},
Event Space F

Probability Measure P: /F — R
P(A)>0 VAeF

P(Q) =1

countable
If A1, Ao, ... disjoint set of events (A; N A; = 0 when i # j),

then
P (U A,-) = P(A)
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Esperance d’une variable
aléatoire: integrale de Lebesgue

sup
g<f,g étageée
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Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
Partie 1 (DM1) : algebre linéaire et probabilités
1. Notions de bases sur les preuves (+ Algebre linéaire?)
2. Algebre linéaire (+ Probabilités?)
3. Probabilités
Partie 2 (DM2): statistique et optimisation
4. Statistiques
5. Optimisation
Partie 3 (DM3):
6. Optimisation sous contraintes
7. Optimisation stochastique
8. Théorie de I'apprentissage

9. Putting it all together
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Statistique

Introduction générale

Statistigue non asymptotique partie 1: biais, variance et
risque

Statistigue asymptotique

Statistique non asymptotique partie 2: inégalités de
concentration

18



Introduction

 Probleme de I'induction, inséparable de la démarche
scientifigue dans son ensemble

e Bayésien vs fréequentiste

e Probabilistic vs non-probabilistic models/algorithms
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Introduction

Modele statistique P

Types de problemes statistigues Distribution P e P
Observations O ~ P

f(O) = f(P)
e Estimation par intervalle
R(O) Cc Imf, P(f(P) e R(O))~1—«
e Jest statistique
Hy T(O)eR p=P(T|>|T(0)|| Ho)

e Estimation ponctuelle
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Statistique non asymptotique partie 1:
bials, variance et risque

Modele statistique P

Distribution P &P
Observations O ~ P

e Estimation ponctuelle
+ biais  bp(f) = Eo~p[f(O)] = f(P) [[bp(f)]|2

e variance Varp(f) — VarONP[]?(O)]

e risque /:RYx RY 5 R
Rp(f) = Eo~plt(f(P), f(O))]
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Outils pour la construction
d’estimateurs ponctuels

o Statistique suffisante

Definition 2.4 (Sufficiency). Let X be a sample from an unknown pop-
ulation P € P, where P is a family of populations. A statistic T'(X) is
said to be sufficient for P € P (or for 6 € © when P ={Py: 60 € O} is a
parametric family) if and only if the conditional distribution of X given T
is known (does not depend on P or 8). I

e Maximum de vraisemblance
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Statistique

Introduction générale

Statistigue non asymptotique partie 1: biais, variance et
risque

Statistigue asymptotique

Statistique non asymptotique partie 2: inégalités de
concentration
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Modes de convergence

e Convergence presgue sure ou presque partout
e Convergence en probabilité
e Convergence en loi

e Convergence en moyenne quadratique

24



Lol forte des grands
nombres

X1, Xo,... variables aléatoires i.1.d.

(ii) (The SLLN). A necessary and sufficient condition for the existence of a
constant ¢ for which

1 n
— Y Xi —as. C (1.81)
n 1=1

is that F/|X1| < oo, in which case ¢ = EX;
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Theoreme de la limite
centrale

(Multivariate CLT). Let Xq,..., X, be ii.d. random k-
vectors with a finite ¥ = Var(X7). Then

% f:(xi _BXy) g Na(0,5). 1
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Transformations continues
et theoreme de Slutsky

Theorem 1.10. Let X, X1, X5, ... be random k-vectors defined on a prob-
ability space and g be a measurable function from (RF,B*) to (R, B").
Suppose that ¢ is continuous a.s. Px. Then

(i) Xn —a.s. X implies g(X;) —a.s. 9(X);

(ii)) X,, —, X implies g(X,) —p 9(X);

(iii) X,, —q X implies g(X,,) —q g(X). I

Theorem 1.11 (Slutsky’s theorem). Let X, X7, X5, ..., Y7,Y5, ... be ran-

dom variables on a probability space. Suppose that X,, —4 X and Y,, —, c,
where c is a fixed real number. Then

(i) X, +Y, HdX—I—C;
(ii)) Y, X, —q cX;
(iii) X, /Y, —q X/cif ¢ # 0.
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Statistique

Introduction générale

Statistigue non asymptotique partie 1: biais, variance et
risque

Statistigue asymptotique

Statistique non asymptotique partie 2: inégalités de
concentration
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Statistique non asymptotique partie
2: Inégalités de concentration

e Hoeffding’s bound

e Application : intervalles de confiances non-asymptotiques
(cf. DM2)
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