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Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
Partie 1 (DM1) : algebre linéaire et probabilités
1. Notions de bases sur les preuves (+ Algebre linéaire?)
2. Algebre linéaire (+ Probabilités?)
3. Probabilités
Partie 2 (DM2): statistique et optimisation
4. Statistiques
5. Optimisation
Partie 3 (DM3):
6. Optimisation sous contraintes
7. Optimisation stochastique
8. Théorie de I'apprentissage

9. Putting it all together



1.

4.

6.

Algebre lineaire

Espaces vectoriels et fonctions linéaires

Matrices

. Angles et orthogonalite

Structure des applications linéaires et matrices
Espaces de matrices et normes

Algebre linéaire numeérique



Matrice

e Objet central de I'algebre linéaire (en pratique)

e |dée genérale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

(ap; ap aj arp
{1 422 Ui “2p
M =
di1 42 4] Aip

\&an Uy ... an]- anp)



Matrice d’une fonction lineéaire

Multiplication matrice/vecteur colonne: regle

Multiplication matrice-matrice: regle



Matrice

e Objet central de I'algebre linéaire (en pratique)
e |dée genérale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

e Pourquoi est-ce utile ?

( 73 U192 621]' &le \
“p1 422 UDj “2p
M =
dil  Udi2 dij Uip

\&an Uy ... an]- anp)



Matrice

e Objet central de I'algebre linéaire (en pratique)

e |dée genérale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

e Pourquoi est-ce utile ?

e Permet de représenter les fonctions linéaires en dimensions finie de maniere simple
a apprehender et pratique pour les calculs

( 111 12 ... 621]' &le \
U1 Ur2 ... 512]' Clzp
M =
di1 42 di; Aip

\&an Uy ... an]- anp)



Matrice d’une fonction lineéaire

E., F' espaces vectoriels de dimension finie

V = (v1,...,vp,) base de E

W = (wq,...,w,) base de F

f . B — F', fonction linéaire

M = M(f,V,W) matrice de f de V vers W.

( 11 d12 ... 611]' alp ) — W1
a1 4p2 aj; arp | < W2
M = |
i1 42 Ui Aip < Wy
\ An1 Ay ... Cln]' anp ] < Wn

T 7 1 T
f(vr) f(vz) flvg)  fop)



An example vector space

Ro[X] = Vect(1, X, X?)
P e R X| & (there exists (ag, ay,as) € R°. P=ag+ a1 X + agXQ)

Formellement:
1=(1,0,0,...)
X =(0,1,0,...)
XZ:(O,O,l,...
Soit £ € R
. Ro[X|
v P:CL0+CL1X—|—CL2X2

— IR

—  P(x) = ag + a1 + asx?

Soit M une matrice a coefficients réels de taille n pas n

EN o

Ro | X]
P = A —|—CL1X—|—CL2X2
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— M., (R)
— P(M) = QA —|—CL1M—|—CL2M2



Matric d’une fonction lineaire,
exemple

V =(1,X, X?) base de Ry[X]
W = (1,X, X% X°) base de R3[X]

f:

Ra[X]
P = aog T CL1X —+ CLQXZ

M(f,V,W)?

— f(P) — (CLQ -+ CL())X3 -+ CL1X2 -+ Qo

( 11 d1o ... 611]‘ Cllp ) <— W1
apy A2 ... dj ... dpp <— W9
M =
ajp  4ip ... Gij ... djp | <— Wy
\ Anl Ap2 e Gy ... Gyp ) W

T 71 T T
w S flo2) flug) flup)



Matrice d’une fonction lineéaire

Multiplication matrice/vecteur colonne: interprétation

Multiplication matrice-matrice: interprétation
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Matrice d’une fonction lineéaire

|’évaluation en un point d’une fonction linéaire et la
composition d’application linéaire se réduit (en dimension
finie) a 'application “mecanique” de regles de calcul
matriciel

Pas trop “mécanique” quand méme:

Crimes contre les matrices
http://ee?263.stanford.edu/notes/matrix crimes.pdf
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http://ee263.stanford.edu/notes/matrix_crimes.pdf

Changement de base

Toute base peut servir de systeme de coordonnées pour E

Changement de base == changement de systeme de
coordonnees

Matrice de passagedeVaW: P(V,W) = M (Idg,V,W)

Définition: transforme un vecteur v exprimé en terme de ses
coordonnees dans V, en le méme vecteur en terme de ses

coordonnees dans W

Pour la trouver: les colonnes de P(V,W) sont les coordonnéees
des eéléements de V (dans un ordre fixé) dans W
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Proprietes du produit
matriciel

Ax(BxC)=(AxB)xC
Ax(B+C)=AxB+AxC
(A+B)xC=AxC+BxC
c(A x B) = (cA) x B= A x (¢B)



Transposeée

Transposée de A : obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes de A

(A+B)' = A" + B', (@A)’ = aA’

(AB)" = B" A"
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Matrice par blocs

La matrice
11 2 2 2
1 1 2 2 2
P=1|3 3 4 4 4
3 3 4 4 4
3 3 4 4 4

peut étre partitionnée en quatre blocs

11 9 9 9 3 3 4 4 4
P = , P12 = Por=13 3|, Pn=14 4 4
11 11 12 5 9 9 21 22
) ) ) ) 3 3 4 4 4
On peut alors écrire la matrice par bloc comme :
p P
Ppartitionnee — Y 2 .
Py Poao
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Interpretation des opérations
matricielles

write A € R™*™ in terms of its columns:

| A:[al as - an]
then y = Ax can be written as

Y =101 + X202 + * - + Tplp

write A in terms of its rows:

A =

then y = Ax can be written as - a




Interpretation des opérations
matricielles

cij = G; bj = (a;, b;)

C=[c-c, | =AB=[ Abj--- Ab, |

ci al B
C = 5 = AB = .

~T ~T

Crn - a, B




Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalité

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Angles et orthogonalité

Définition: dans un espace vectoriel réel, un produit
scalaire est une forme bilinéaire symeétrique définie positive

Forme =1y | Lx b = R
(v,w) = (v]|w)
Bilinéaire : linéaire en v pour w fixé et en w pour v fixé

Symetriaue : po v tout v,w € B2, (v]w)=(w|v)

befinie positive : Pour tout v € £\ {0g}, (v |v) >0
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Angles et orthogonalité

Norme associée au produit scalaire :  ||v|| = v/ (v | v)
Exemple: produit scalaire et norme Euclidienne sur R"™
Vecteurs orthogonaux: si et seulementsi (v | v) =0
Famille orthogonale:

(vi)ier, telle que pour tout (i,5) € I*, i # j, (v; | v;) =0

Famille orthonormale: famille orthogonale telle que
pour tout ¢ € I, ||v;]| =1
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Angles et orthogonalité

Théoreme : une famille de vecteurs orthogonaux est libre

Comment construire des familles orthonormales?

Gram-Schmidt procedure : étant donné k vecteurs indépendants (a1, as,...,ar) €
E*, trouver des vecteurs orthonormaux (g1, o, - . . , ax ), tels que pour tout r < k,
(q1, 92, - -.,qr) soit une base orthonormale de Vect(aq,as,...,a,)

e step la. ¢1 : = aq
e step 1b. g1 -— Cj[vl/HleH (normalize)

~

e step 2a. o := as — (¢l as)q1 (remove ¢; component from ao)
e step 2b. ¢2 := ¢2/||G2|| (normalize)
o step 3a. G3:= a3 — (qf a3)q1 — (g3 as)gz (remove g1, g2 components)

e step 3b. ¢3:=q3/||¢3|| (normalize)

® ctcC.
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Orthogonalité

g2 = Qg — (Qip%)(h

42

d1 di1 = aj
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Gram-Schmidt et factorisation QR

I i1 T12 T'1k )
0O r r
(a1 ay o oap | =[ @ @ a | - 2
— —— o Ne— _—.— - :
A Q 0 0 - 7
L 1
R

K : rang de la matrice A

Iis — C];‘;raj Calculé durant Gram-Schmidt

Une matrice est dite semi-orthogonale si ces colonnes sont orthonormales.

Si (Q est une matrice semi-orthogonale de taille m x k, alors Q* Q = I,

Une matrice semi-orthogonale carrée est dite orthogonale.
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Angles et orthogonalité

Intérét ?

Soit F/ un espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit scalaire
(.].)etV =(v1,...,v,) une base orthonormale de E. Alors, pour tout v € F,

n
v = Z (v | v;)v;.
i=1
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Décomposition en valeurs singulieres

Etant donné une matrice rectangulaire quelconque

(a coefficients réels)

Quelle transformation linéaire représente-t-elle ?
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Décomposition en valeurs singulieres

B ] B B '0.1

AV =UX A V1..Upr..0p

I
£
S
§
S
3
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Interpretation des opérations
matricielles

cij = G; bj = (a;, b;)

C=[c-c, | =AB=[ Abj--- Ab, |

ci al B
C = 5 = AB = .

~T ~T

Crn - a, B




Décomposition en valeurs singulieres

AV =UX A V1..Upr..0p

I
£
S
§
S
3

‘_——-—-—-——‘-
- - -
-~ b .
- L]
- -

V O1Uj
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Espaces associes a une matrice

AV =UX A V1..0UVpr..UVp

I
£
S
§
S
3

C(A™) C(A)

dimr

row space

column space
all vectors ATy B

all vectors Ax

nullspace
Ax =0

left nullspace
ATy =0

N(A)
dimension n — 7

N(AT)
33 . dimension m — r




Theoreme spectral

Si S est une matrice symétrique, réelle de taille m x m, alors il existe une

matrice orthogonale réelle () de taille m X m et une matrice diagonale réelle A
de taille m x m telles que S = QAQ*.

Une matrice symétrique réelle est dite définie positive, noté S > 0 ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Une matrice symétrique réelle est dite semi-définie positive, S > 0, ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Relation d’ordre sur les matrices symétriques réelles:
S1 <859 8815, —57 =0

et

SljSQ SSiSQ—Sl EO
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Diagonalisation

Soit A une matrice a coefficients réels de taille m x m. A € C est une valeur
propre de A ssi il existe v € C™", non-nul, tel que Av = A\v, i.e. I'image de v par
A est dans la méme direction que v. Un tel v est appelé un vecteur propre de
A associé a la valeur propre .

suppose v1, ..., 0, Is a linearly independent set of eigenvectors of
AeR"™:
Avi:)\ﬂ]i, izl,...,n

express as
Diagonalisation A )
N
. )\TL _
define T'=| v; --- v, | and A =diag(\y,...,\y), so
AT =TA
and finally
T—1AT = A
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Forme canonique de
Jordan

R"”*™ can be put in Jordan canonical form by a similarity

any matrix A €
transformation, i.e.

-
T AT = J =
Jq
where _
A1
J; = o c C
is called a Jordan block of size n; with eigenvalue \; (son =>_7_. n;)
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Déterminant et trace

A matrice carrée n X n

det(A) = Z (sgn(a) fIa,-.m) ,
—1

(”:' 0931 l

sgn(o) est la parité du nombre d’élement dans une décomposition de o en
une séquence de transpositions (échange de deux éléments).

det(AB) = det(A) det(B)
Tr(A) =) ai; Tr(AB) = Tr(BA)
1=1
Tr(A1A2 o Ak) — Tr(A2A3 .o AkAl) — e = Tr(Ak;AlAg .o Ak—l)
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Théoreme de Cayley-
Hamilton

Cayley-Hamilton theorem: for any A € R"”*" we have X'(A) = 0, where
X(s) = det(sl — A)

Corollaire : pour tout entier naturel p, AP € Vect(I, A, A%, ... A" 1)
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Espaces de fonctions
lineaires

Espace de matrice, muni de I’addition et la multiplication matricielle et de
la multiplication par un scalaire:

M n(R)

Espace de fonctions linéaires muni de ’addition et de la composition de fonctions
linéaires et de la multiplication par un scalaire:

L(E,F)
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Normes de vecteurs

A function || - || : R™ — R is called a wvector norm if it has the following properties:

1. ||x]|| > 0 for any vector x € R", and ||x|| = 0 if and only if x = 0

2. ||lax|| = |a|||x]|| for any vector x € R" and any scalar a € R

3. ||lx+yl| < x| + ||ly|l for any vectors x, y € R".

n 1/p
x|l = (Z mip> -
1=1

Ixl[1 = |z1] + [z2] + - - - 4 |2

xll2 = /e

2
Lo

2
Ly =

Ix[[oe = max |z;

1<i<n

x1'x

1
x7y| < [[x[l2]lyll2

S1 (Q est une matrice orthogonale,

Q|2 = ||zl



Normes de matrices

A matrix norm is a function || - || : R™*™ — R that has the following properties:
e ||[A|| >0 for any A € R™*" and |A|| =0 if and only if A =0
o |[aA| = |al||Al|l for any m x n matrix A and scalar «

e |[A+ B| < ||A|| + ||B]| for any m x n matrices A and B

|Ax|
s A |A|l2 = o

1/2

|Alr= (D> ai| |Allp = /o2 + 40

i=1 j=1

| Al = sup
xZ£0

SN
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Application de la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

or < (Al < 04
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Application de la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

or < (Al < 04

Eléments propres de AT A et AAT 7
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numeérique
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Algebre linéaire numerique

Exemple : produit matrice-matrice ~ A: m X n, B: n X P.

Produit matriciel C' = AB :
C'=0

Bouclet=1..m, j=1..p, k=1..n:
Cij = Cij + Q;kbk;
Ordre des trois boucles ?
¢l - alB |
ienpremier C = | : | =AB = 5
) al B
jenpremier C = | c1---¢, | =AB =] Ab;--- Ab, |

n
kenpremier C = AB = Zakb?
k=1



Algebre linéaire numerique

Stabilité numeérique



Algebre linéaire numerique

Stabilité numeérique
Supposons qu’'un processus nous donne la solution estimée ¥ d’'un systeme

linéaire Ax = b en effectuant toutes les opérations matricielles de maniere exacte
mais qu’il y a des erreurs d’arrondi dans le stockage en nombre flottants de A
et de b dans la mémoire (en pratique les opérations matricielles effectuées pour
trouver x introduisent davantage d’erreurs d’arrondis, ce modele donne donc
une borne supérieure sur la qualité possible d’un algorithme numeérique pour
résoudre des systémes linéaires).

Alors,
Si Uk (A) < .5

u est le unité d’arrondi, égale a la moitié de lécart entre 1 et le plus petit
nombre flottant strictement supérieur a 1. Pour les nombres flottants IEEE
single précision, u est d’environ 10~". Il est d’environ 107'% pour les nombres

flottants IEEE double précision.

Foo(A) = ||Al|co||A7 1 ||so est le conditionnement de A pour la norme oo
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Summary

Notions les plus importantes
e Matrice d’une application linéaire
e Difféerentes vues sur les opérations matricielles

e Produit scalaire, orthogonalité, matrices orthogonales et bases
orthonormales

e Deécomposition en valeurs singulieres
e Normes de vecteurs et de matrices

e Stabilité numérique
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