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Introductions

e A propos de moi: maitre de conférences a AMU, recherche
a l'intersection entre apprentissage non-supervisé de
representations en IA et études du développement de la
perception chez le bébée en sciences cognitives

e A propos de vous: nom, prénom, formation en

mathématique apres le bac, ce que vous envisagez de faire
apres le M2?



Questions pratiques

Calendrier des cours sur le site IAAA (lien)
Questions, etc. mattermost M2 IAAA, canal MIA

Matériel de cours sur mon site web (https://thomas.schatz.cogserver.net/
teaching/)

Evaluation:
e 2 points: scribe pour une séance

e 3*6 points: 3 DMs notés (calendrier sur mon site, premier DM en ligne
aujourd’hui)

Questions ?


https://iaaa.lis-lab.fr/?page_id=86
http://Questions
https://thomas.schatz.cogserver.net/teaching/
https://thomas.schatz.cogserver.net/teaching/

Pourquol etes-vous ici?



Pourquol etes-vous ici?

* Quelles mathématiques en apprentissage automatique et pourquoi
* Apprentissage automatique:
e apprendre a partir de I’'expérience: statistique
e dans le cas de problemes requérant des calculs intensifs: informatique

e Obijectif central en apprentissage automatique: développer des procédures efficaces
d’un point de vue a la fois statistique et computationnel (mais aussi: interprétables,
équitables...)

e Points a travailler
e Statistique (algebre linéaire, probabilités)
e Coté informatique: optimisation continue (algebre linéaire)

e |nteractions statistique/informatique



Plan du cours (previsionnel)

9 séances de 3h
Partie 1 (DM1) : algebre linéaire et probabilités
1. Notions de bases sur les preuves (+ Algebre linéaire?)
2. Algebre linéaire (+ Probabilités?)
3. Probabilités
Partie 2 (DM2): statistique et optimisation
4. Statistiques
5. Optimisation
Partie 3 (DM3):
6. Optimisation sous contraintes
7. Optimisation stochastique
8. Théorie de I'apprentissage

9. Putting it all together
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Seance 1: Notions de bases sur les
preuves (+ Algebre linéaire?)



Preuves mathematiques

Méthode générale:
1. Formalisation des hypotheses et du résultat a prouver
e On utilise les définitions formelles des notions mathématiques impliquées
 On donne des noms explicites au variables impliquees
2. Montrer que les hypotheses impliguent (logiquement) le résultat

e On utilise uniguement les théoremes connNuUS et les axiomes de la théorie dans laquelle
on travaille, par exemple les axiomes usuels de la théorie des ensembles) €t les régles du

raisonnement logique

Exemple: prouver que la somme de deux nombres impairs est paire



Différents types de preuves

Prouver que la somme de deux nombre entiers impairs est paire.
Prouver que pour tout nombre entier n, n® + n est pair.

Montrer que pour tout entier n, 2°"T! + 5 est un multiple de 7.

Soit @ un nombre rationnel et b un nombre irrationnel.
Prouver que a + b est irrationnel.

Montrer que si n est un nombre entier et n? est impair,
alors n est impair.
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Différents types de preuves

Prouver que la somme de deux nombre entiers impairs est paire.
Preuve simple

Prouver que pour tout nombre entier n, n® + n est pair.
Preuve par disjonction des cas

Montrer que pour tout entier n, 2°"T! + 5 est un multiple de 7.

Preuve par récurrence
Soit @ un nombre rationnel et b un nombre irrationnel.

Prouver que a + b est irrationnel.

. Preuve par I’absurde
Montrer que si n est un nombre entier et n

alors n est impair.

2 est impair,

Preuve par contraposition
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Différents types de preuves

e Nombre limité de types de raisonnement
e Chainés pour construire des preuves complexes

e EXxistence de motifs de raisonnement typigues en fonction
du domaine (entiers, ensembles, algebre linéaire, analyse,
probabilités, etc.)
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Preuves mathematiques

e Pour aller plus loin:
e Devlin, K. J. (2012). Introduction to mathematical thinking.

e Lien vers pdf et plus de références sur la page du cours
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Algebre lineaire
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Objets mathematiques

Types d’objets en mathématiques nombres entiers, fractionnels, reels,
complexes, fonctions, ensembles, distributions de probabilite...

Comme en informatique mais souvent plus idéalisé (par
exemple nombre réels vs nombre |IEEE floating point)

Qu’est-ce qu’une fonction en mathématiques ?
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Fonction en mathématiques

e Qu’est-ce gu’une fonction en mathematiques ?

E — F

e o fa)
e Exemples
R° — R R —
exp : .
r,Yy +r— T TY r e
.| CCR"R) — C°(R",R")
| f — vV
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Fonction linéaire

e Objet central de I'algebre linéaire (du point de vue conceptuel)
e |dée génerale: fonction qui préserve les combinaisons linéaires

e Définition formelle

EF — F
/o .

est une fonction linéaire si et seulement si
x f(x)

E et F' sont des espaces vectoriels sur un meme corps K et pour toute paire
de scalaires («, 3) € K? et toute paire de vecteurs (u, v) € E?,

flau+ pv) = af(u) + 5 f(v)
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Espace vectoriel
Définition

BK.4.) + E? — FE | KxE — FE

x,y +— T+vy a,r = QX

est un espace vectoriel, si et seulement si K est un corps et

Il existe O € E, tel que
Pour tout (u,v,w) € E,

Pour tout (a, 3) € K* u+ (v+w)=(u+v)+w associativité
Il existe u™" € L, tel que U+v=0v+u commutativité
u+0g =u élément neutre
u+u"t=0g inverse
a.(B.u) = (af).u compatibilité
(a4 B)u = a.u+ B.u distributivité
a(u+v) = au+ a.v distributivité

legu=mu identité multiplicative



Espace vectoriel

Exemples
e espaces Euclidiens R”™
e espaces Hermitiens C"

e espace des fonctions continues sur a,b) CR
a valeurs reelles CO([a, b, R)
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Fonction linéaire
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/o .

est une fonction linéaire si et seulement si
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Notions élémentaires sur les espaces
vectoriels
Définition (Vect)

Espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs (v;);er € E?:

Vect((v;)ier) := {Z Aivi | (Ai)ier € K', with finitely many \; different from zero}
iel
Définition (indépendance linéaire)
v € E est linéairement indépendant de (v;);er € E'! si et seulement si v
n’appartient pas a Vect((v;)icr)-

Définition (famille libre)
Une famille de vecteurs (v;);er € E! est dite libre si et seulement si pour

tout j € I, v; est linéairement indépendant de (v;);er {;1-
Définition (base)
(v;)se1 est une base de E si et seulement si (v;);cr est une famille libre de E
telle que E = Vect((v;)icr) (i.e. la famille (v;);c; engendre E).
Définition (dimension finie)
Un espace vectoriel E est dit de dimension finie si et seulement si il existe
une base de E de formée d’un nombre fini de vecteurs.
Theoreme (dimension)
Si E est un espace vectoriel de dimension finie, il existe un unique entier
naturel n, la dimension de E, tel que toute base de F est formée de exactement

n vecteurs.
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Caracterisation de I'independance
linéaire
Théoreme

Soit (v;)ier € B! est une famille de vecteurs de 1’espace vectoriel E.

o S'il existe une famille (\;);er € K! de scalaires avec au plus un nombre
fini de A; différents de 0 et telle que :

1. il existe ¢ € I, tel que A\; # 0
2. Zie] /\ivi =0
alors (v;);cr est une famille liée.

e Réciproquement, si pour toute famille (\;);er € K! de scalaires avec au
plus un nombre fini de A; différents de 0, on a:

(Z)‘ivi O) = ( pour tout ¢ € I, \; =0),

el

alors (v;);cr est une famille libre.
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Décomposition sur une base

Définition (décomposition sur une base)
Soit une base V = (v;);er de E et A = (\;);er € K une famille de scalaires

telle que au plus un nombre fini des A; soient différents de O.
On dit que A est une décomposition de v € E sur la base V si et seulement

Siv =) .5 N\ili.

Théoreme (existence et unicité de la décomposition)
Etant donné une base V = (v;);c;r de E, tout vecteur v € FE peut-étre

décomposé sur cette base et cette décomposition est unique.

Toute base peut donc servir de systeme de coordonnées pour E
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Algebre lineaire

1. Espaces vectoriels et fonctions linéaires

2. Matrices

3. Angles et orthogonalitée

4. Structure des applications linéaires et matrices
5. Espaces de matrices et normes

6. Algebre linéaire numérique
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Matrice

e Objet central de I'algebre linéaire (en pratique)
e |dée genérale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

e Pourquoi est-ce utile ?

( 73 U192 621]' &le \
“p1 422 UDj “2p
M =
dil  Udi2 dij Uip

\&an Uy ... an]- anp)
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Matrice

e Objet central de I'algebre linéaire (en pratique)

e |dée genérale: simplement un tableau de nombres en deux dimensions

e Pourquoi est-ce utile ?

e Permet de représenter les fonctions linéaires en dimensions finie de maniere simple
a apprehender et pratique pour les calculs

( 11 d12 ... 621]' &le )
{1 422 Ui “2p
M =
di1 42 di; Aip
\ Unl1 Uy ... an]- anp )
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Matrice d’une fonction lineéaire

E., F' espaces vectoriels de dimension finie

V = (v1,...,vp,) base de E

W = (wq,...,w,) base de F

f . B — F', fonction linéaire

M = M(f,V,W) matrice de f de V vers W.

( 11 d12 ... 611]' alp ) — W1
a1 4p2 aj; arp | < W2
M = |
i1 42 Ui Aip < Wy
\ An1 Ay ... Cln]' anp ] < Wn

T 7 1 T
f(vr) f(vz) flvg)  fop)
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