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e Aujourd’hui

e Optimisation et optimisation sous contraintes
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Plan du cours

. Introduction générale

. Preuves (revue)

. Algebre linéaire (revue)

. Optimisation (revue)

. Optimisation sous contraintes
. Probabilités (revue)

. Statistique

. Théorie de ’apprentissage

. Optimisation pour I'apprentissage



Condition nécessaire
d’optimalité: KKT

V.L(x*, A*) =0,
c;(x*) =0, foralli €&,
c;(x*) >0, foralli € Z,
AP >0, foralli €7,

Aici(x") =0, forallie EUT.

5 - Optimisation sous contraintes
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3 - Algebre linéaire



Conditions d’optimalité

Conditions nécessaires, premier ordre

Si #* est un minimum local et f est de classe C! sur un ouvert U C R"
contenant z, alors Vf(xz*) =0

At(x) = x13 (convex) b () = - 1xi3

N

Xx*=0

|
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Conditions nécessaires, second ordre

Si 2* est un minimum local et f est de classe C? sur un ouvert U C R”
contenant x, alors V f(z*) = 0 et V2 f(z*) est semi-définie positive

Conditions suffisantes, second ordre

Si f est de classe C? sur un ouvert U C R" contenant x, si V f(z*) = 0 et si
V2 f(x*) est définie positive, alors z* est un minimum local. 4 - Optimisation



Existence de minimum

Théoreme de Weierstrass

Si f est définie et continue sur un sous-ensemble fermé et borné de R", alors
f admet un minimum global.

Si f est définie et continue sur R" et coercive (i.e. f(xr) — 400 when
||| — +o00, alors f admet un minimum global sur tout sous-ensemble fermé de

R™.



Unicité du minimum

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.



Convexite

L’ensemble X est convexe ssi pour tout z, y dans X, le segment [z,y] :=
{tr + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans X

Une fonction f : X C R" — R est convexe ssi X est convexe et pour tout
x, y dans X et pour tout ¢t € [0, 1],

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

Si I'inégalité est stricte pour t €]0, 1|, la fonction est dite strictement convexe.

Interét

Si f est une fonction strictement convexe définie sur un ensemble convexe
X C R", alors f admet au plus un minimum global.

Si f est une fonction convexe définie sur un ensemble convexe X C R", alors
tout minimum local de f est aussi un minimum global de f. Si X est ouvert,
alors V f(xz*) = 0 est équivaut a x* est un minimum global de f



Convexite

Reconnaitre une fonction convexe
- les fonctions linéaires sont convexes
- les combinaisons linéaires positives de fonctions convexes sont convexes
- le maximum (point par point) d’un ensemble de fonctions convexes est convexe

Si f est de classe C?, f est convexe si et seulement si V2 f est semi-définie
positive sur I'intérieur de X. Si V2 f est définie positive sur I'intérieur de X, f
est strictement convexe.



Moindre carres

A matrice réelle m par n, y matrice colonne de taille m.

in ||l Az — yllo ?
m@g\\ T — yl2



Credits

Certaines figures de
e Bertsekas, nonlinear programming

e Wikipedia



