Troisieme cours

e DM1 en ligne ce soir (thomas.schatz.cogserver.net/teaching), a rendre
pour le 6 Octobre (en main propre ou par email: thomas.schatz@Quniv-

amu.fr

e Scribe ? (rendu = fichier .tex)
e Aujourd’hui
e Fin de I’algebre linéaire
e Théoreme de Cayley-Hamilton
e Algebre linéaire numeérique

e Début de I’Optimisation


mailto:thomas.schatz@univ-amu.fr
mailto:thomas.schatz@univ-amu.fr

Plan du cours

. Introduction générale

. Preuves (revue)

. Algebre linéaire (revue)

. Optimisation (revue)

. Optimisation sous contraintes
. Probabilités (revue)

. Statistique

. Théorie de ’apprentissage

. Optimisation pour I'apprentissage



Proprietes du produit
matriciel

Ax(BxC)=(AxB)xC
Ax(B+C)=AxB+AxC
(A+B)xC=AxC+BxC
¢c(A x B) = (cA) x B= A x (cB)

3 - Algebre linéaire



Espaces de fonctions
linéaires

Espace de matrice, muni de 'addition et la multiplication matricielle et de
la multiplication par un scalaire:

Mmn(R)

Espace de fonctions linéaires muni de I’addition et de la composition de fonctions
linéaires et de la multiplication par un scalaire:

L(E, F)

3 - Algebre linéaire



Déterminant et trace

A matrice carrée n X n

det(A) = Z (Sgn(U)fIai.m) ,
i—1

o=S,

sgn(o) est la parité du nombre d’élement dans une décomposition de o en
une séquence de transpositions (échange de deux éléments).

det(AB) = det(A) det(B)

Tr(A) =) a;; Tr(AB) = Tr(BA)
1=1
TI'(AlAQ - Ak) — TI'(AQA?) “ . AkAl) — s = Tr(AkAlAg - . Ak—l)

3 - Algebre linéaire



Théoreme de Cayley-
Hamilton

Cayley-Hamilton theorem: for any A € R"*"™ we have X(A) = 0, where
X(s) =det(sl — A)

Corollaire : pour tout entier naturel p, A? € Vect(I, A, A%,..., A" 1)

3 - Algebre linéaire



Algebre linéaire numerique

Exemple : produit matrice-matrice A: m X T, B: n X P.
Produit matriciel C = AB :

C =0
Bouclet=1..m, 9 =1..p, k=1..n:
Cij = Cij + Qikbi;

Ordre des trois boucles ?

el - alB
i en premier C = : — AB = :
~T ~T

G | I a,, B )

j en premier C = [ C1 " Cp ] = AB = [ Abl-~Abp]

n
K en premier C=AB = Z Clkb;'r

k=1 3 - Algebre linéaire



Algebre linéaire numeérique

Stabilité numérique

3 - Algebre linéaire



Normes de vecteurs

A function || - || : R” — R is called a vector norm if it has the following properties:
1. ||x]| > 0 for any vector x € R", and ||x|| = 0 if and only if x =0

2. ||ax|| = |al||x|| for any vector x € R™ and any scalar o € R

3. [[x+yl| <||x||+||y|l for any vectors x, y € R".

n 1/19
T
Ix, = (z) | <y| < [x[llyl:
1=1

Ix[lr = [@1| + |@2| 4 - - + [2n] . .
Si (Q est une matrice orthogonale,

o = \Jo? +ad+ - +a2=VaTx  [|Qz]2 = |z

[x]loc = max |z
NASY) 3 - Algebre linéaire



Application de la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

O-’r'g |)\‘ Sgl

3 - Algebre linéaire



Application de la notion de norme: lien
valeurs propres, valeurs singulieres

O-’r'g |)\‘ Sgl

Eléments propres de AT A et AAT ?

3 - Algebre linéaire



Normes de matrices

A matrix norm is a function || - || : R™*™ — R that has the following properties:
o |A|l >0 for any A € R™*" and ||A|| =0 if and only if A =0

o |aAl = |a|||A|l for any m X n matrix A and scalar «

o |[A+ BJ <

Al + || B|| for any m x n matrices A and B

|Ax]
A1 = sup T = e A A2 = o1
- . 1/2
Alr= (S| _ a T
Sl PP |A|r = /o2 + - F 02

3 - Algebre linéaire



Algebre linéaire numerique

Stabilité numérique
Supposons qu’'un processus nous donne la solution estimée x d’un systeme

linéaire Ax = b en effectuant toutes les opérations matricielles de maniere exacte
mais qu’il y a des erreurs d’arrondi dans le stockage en nombre flottants de A
et de b dans la mémoire (en pratique les opérations matricielles effectuées pour
trouver x introduisent davantage d’erreurs d’arrondis, ce modele donne donc
une borne supérieure sur la qualité possible d’un algorithme numérique pour
résoudre des systémes linéaires).

Alors,
Si UKo (A) < .5

u est le unité d’arrondi, égale a la moitié de lécart entre 1 et le plus petit
nombre flottant strictement supérieur a 1. Pour les nombres flottants IEEE
single précision, u est d’environ 10~7. Il est d’environ 10~'% pour les nombres
flottants IEEE double précision.

Koo(A) == ||A|lso||A™ 1| o est le conditionnement de A pour la norme oo

3 - Algebre linéaire



Plan du cours

. Introduction générale

. Preuves (revue)

. Algebre linéaire (revue)

. Optimisation (revue)

. Optimisation sous contraintes
. Probabilités (revue)

. Statistique

. Théorie de ’apprentissage

. Optimisation pour I'apprentissage

14



Partie 4 —Optimisation (revue)

15



Optimisation sans
contraintes

f:R"— R

min f(x) ?

I

x* est un minimum global de f ssi pour tout x € R", f(z*) < f(x)

r* est un minimum local de f ssi il existe un ensemble ouvert U C R"
contenant z* tel que pour tout x € U, f(z*) < f(x)

4 - Optimisation



Analyse

Concept central lim (CU) =17
r—rQa

Notions de base de topologie

Dans R", La boule fermée B¢ (x,€), centrée sur x et de rayon € associée a la
norme Fuclidienne est ’ensemble des points y de R"™ tels que ||z — y|l2 < €

Dans R", La boule ouverte B,(x, €), centrée sur x et de rayon € associée a
la norme Euclidienne est ’ensemble des points y de R" tels que ||z — yl||2 < €

U est un ouvert de R" ssi U C R" et pour tout = dans U, il existe € > 0,
tel que Bf(z,e) C U.

U est un fermé de R" ssi son complément dans R"™ est un ouvert de R"

4 - Optimisation



Jacobienne, gradient

f:UcCR"— R™, de classe C!

Dérivée partielle f:xr— (fl (33)7 f2 (Qj)7 oy Im (x))

(9]01 : (CLl, o 70%) s lim fz-(al, ceey5—1,0Q4 + h, Qj41y-- .an) — f,,;(al, ceeyQgy .. ,CLn)
(9a:j h—0 h
Matrice Jacobienne (transposée du gradient si m=1) - df o afi
 Vf dx oz,
of of .
J=|- e — | = . =1 : . .
dxq ox,, ' ' ' -
Vil | 8fn  Ofm
| Oz Oz,

“Chain rule”

Jig(a) = Jz(g(a))Jy(a),

3 - Algebre linéaire



Credits

Certaines figures de

e Wikipedia



