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Orthogonalite

Intérét ?

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n muni d’un produit scalaire
(.].)etV =(vy,...,v,) une base orthonormale de F. Alors, pour tout v € FE,

n
v = Z (v | v;)v;.
i=1
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Orthogonalite

Comment construire des familles orthonormales?

Gram-Schmidt procedure : étant donné k vecteurs indépendants (a1, as,...,ar) €
E* ., trouver des vecteurs orthonormaux (qi, go, . . ., ax ), tels que pour tout r < k,
(91,92, - - -, q-) soit une base orthonormale de Vect(a,l, ag, ..., 0 )

e step la. ¢1 := aq

e step 1b. g1 := ¢1/||q1|| (normalize)

e step 2a. G» := as — (qi az)q; (remove g; component from as)

e step 2b. ¢2 := G2/||@2|| (normalize)

e step 3a. G3 := a3z — (qi az)q1 — (gt a3)qs (remove qi, g2 components)
e step 3b. ¢3 := ¢3/||q3|| (normalize)

e ctc.
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Orthogonalite
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Gram-Schmidt et factorisation QR

11 Ti2 - Ti1k
B 0 7o T2k
ia1 as - -- akl—i@1 qa2 - le : :
A Q 0 O Lk
R

K : rang de la matrice A

Tij = qiTa,j Calculé durant Gram-Schmidt

Une matrice est dite semi-orthogonale si ces colonnes sont orthonormales.
Si Q est une matrice semi-orthogonale de taille m x k, alors Q7 Q = I,

Une matrice semi-orthogonale carrée est dite orthogonale.
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Transposee

Transpos€e de A : obtenue en échangeant
les lignes et les colonnes de A

(A+B)' = A" + BT, (@A)’ = aA’

(AB)' =B" A"
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Matrice par blocs

La matrice
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On peut alors écrire la matrice par bloc comme :
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Interpretation des operations
matricielles

write A € R™*™ in terms of its columns:

_A:[al ay - an}
then y = Ax can be written as

y:ajla1+$2a2+---+aznan

write A in terms of its rows:

A=

then y = Ax can be written as i |

x
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Interpretation des operations

matricielles

cij = a; bj = (G, by)

i’ B

L 9m

vcpy | = AB =[ Aby--- Ab, |

~TB_

3 - Algebre linéaire



Décomposition en valeurs singulieres

Etant donné une matrice rectangulaire quelconque

(a coefficients reels)

Quelle transformation linéaire représente-t-elle ?
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Décomposition en valeurs singulieres

AV =UX

A

_0_1

41
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Décomposition en valeurs singulieres

AV =UX Alvy..vr.. v,
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Espaces associes a une matrice

AV =UX A V1 ..0U0p ..

e
3
I
£
S
§
S
3

C(AT) C(A)

dimr

row space

column space
all vectors ATy B

all vectors Ax

nullspace
Az =0

left nullspace
ATy =0

N(4)

dimension n — 7

N(AT)
dimension m — r 3 - Algebre linéaire



Theoreme spectral

Si S est une matrice symétrique, réelle de taille m x m, alors il existe une

matrice orthogonale réelle () de taille m x m et une matrice diagonale réelle A
de taille m x m telles que S = QAQ?.

Une matrice symétrique réelle est dite définie positive, noté S > 0 ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Une matrice symétrique réelle est dite semi-définie positive, S > 0, ssi pour
toute matrice colonne u, u! Su > 0.

Relation d’ordre sur les matrices symeétriques réelles:
S1 < 859s8815,—571>=0

et

Sl jSQ SSiSQ—Sl EO
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Diagonalisation

Soit A une matrice a coefficients réels de taille m x m. X € C est une valeur
propre de A ssi il existe v € C™, non-nul, tel que Av = A\v, i.e. I'image de v par
A est dans la méme direction que v. Un tel v est appelé un vecteur propre de
A associé a la valeur propre .

suppose v1,...,V, Is a linearly independent set of eigenvectors of
A e R"™
A’IJQ;:AZ'UL', izl,...,n

express as
. i . A
Diagonalisation !
g A[’Ul vn}:[’vl Un}
An
define T'=| vy --- v, | and A =diag(A,..., ), s0
AT =TA
and finally
T AT = A
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Forme canonique de Jordan

any matrix A € R"*™ can be put in Jordan canonical form by a similarity
transformation, i.e.

J1
T AT = J =
i Jq i
where ) i}
V|
J; = 1 c C
e AZ —

is called a Jordan block of size n; with eigenvalue A; (so n = >_7 . n;)
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Determinant et trace

A matrice carrée m X m

det(A) = Z (sgn(a)fla,;m) ,
i—1

o=S,,

sgn(o) est la parité du nombre d’élement dans une décomposition de o en
une séquence de transpositions (échange de deux éléments).

det(AB) = det(A) det(B)
TI”(A) — Z Cli,i
Tr(AB) = Tr(BA)

3 - Algebre linéaire



Credits

Certaines figures de

e Strang, Gilbert. Linear algebra and learning from data.
Cambridge: Wellesley-Cambridge Press, 2019

e Boyd, Stephen EE263 - Introduction to Linear

Dynamical Systems (https://see.stanford.edu/Course/
EE263)

e Wikipedia


https://see.stanford.edu/Course/EE263
https://see.stanford.edu/Course/EE263

